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Herr  Weierstrass  liat  in  seiner  der  Akademie  der  Wissenscliat'tcn  /u 
Berlin  am  IG.  October  ISTG  vürgelei>ten  Abliandlung  »Zur  Theorie  der  eiu- 
deutigen  analytischen  Functionen"  diese  Functionen  in  Bezug  auf  die  Art 
und  A\'eise.  wie  sie  unendlich  klein  und  unendlicli  gross  werden,  unter- 
suclit.  Die  hervorragende  AVichtigkeit.  welche  die  dort  bewiesenen  Lehr- 
sätze besitzen,  wird  nicht  nur  unmittelbar  erkannt,  sondern  zeigt  sich  auch 
darin ,  dass  sie  die  wesentlichen  Hülfsmittel  zur  Aufstellung  von  solchen 
Functionen  bieten,  für  welche  die  Weise,  wie  die  Function  Tinendlich 
gross  und  unendlich  klein  werden  soll,  vollständig  vorgegeben  ist. 

Eine  ausgedehnte  Anwendung  hat  bis  jetzt  schon  der  Lehrsatz  erfah- 
ren, welcher  angibt,  wie  man  eine  für  alle  complexen  Werthe  des  Argu- 
mentes eindeutige  analytisclie  Function  von  solcher  Beschatfenheit  liestim- 
men  kann,  dass  sie  für  eine  unbegrenzte  Anzahl  beliebig  gegebi'uerAVertlie 
des  Argumentes  uncndlicli  klein  oder  unendlich  gross  von  beliebig  gege- 
benem endlicliem  Grade  werde .  dass  sie  ferner  für  alle  übrigen  endlichen 
"Wertlie  des  Argumentes  weder  unendlich  gross  noch  unendlicli  klein  werde 
und  dass  sie  nur  für  den  unendlich  grossen  Argumentwerth  unendlicli  i^ross 
von  unbegrenztem  Grade  werden  darf. 

Flerr  ^Iittag  -  Leffler  hat  diese  von  Herrn  Weierstrass  gefundene 
Lösung  benutzt,  um  eine  solche  Function  noch  weiter  dahin  zu  bestim- 
men, dass  sie  in  der  Umgebung  jeder  der  beliebig  gegebenen  Stelleu  sich 
von  je  einer  beliebig  gegebenen  eindeutigen  analytischen  Function  nur  um 
eine  Function  unterscheiden  darf,  welclie  für  die  Stelle  selbst  umndliih 
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klein  von  je  einem  beliebig  gegebenen  endlichen  (jriule  wird.  Herr  Mit- 
tag-Leffler  hat  den  betreffenden  Lehrsatz  in  anderer  l'orm  ausgesprochen 
und  mit  zwei  Hülfssätzen  und  auch  mit  einer  Skizze  der  Beweise  veröf- 
fentlicht in : 

Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhaudlingar. 
Stockholm  ISTti  .hmi  7.  No.  (>.  pag.  "3 — 16.    En  metod  att  analytiskt  fram- 
ställa  en  fuitktioii  af  rutioin'/  kuraktcr.   livilken   Idir  oändlig  alltid   och  en- 
dast  uti   vissa    föreskrifna   oändliphets   punkter,    hvilkas  konstanter    äro  p;i 
förliand  angifna. 

Stockholm    1S77   Januari    10.    No.   1.   pag.    17  —  3-2.        Vtterligare    om    den 
analytiska  framställningen  ni'  fnnktioner  utaf  rationel  karakter.    Pars  I. 
Stockholm  1S7  7  INIars  14.  No.  3.  ])ag.  5 — 13.      Till  frägan  om  den  analy- 
tiska framställningen  af  en  funktion  af  rationel  karakter  genom   quoten  af 
tvä  beständigt  konvergerande  potens  serier. 

Bulletin  des  Sciences  mathematiques  et  astronomiques  red.  i)ar  M.  M.Dar- 
Boux,  HoüEL  et '1 ANNERY.  Seriell,  t.  HL  1S7  0.  Extrait  d'une  lettre  ä 
M.  Hermite. 

Schon  im  August  187  8  hatte  Herr  Mittag  -  Leffler  auf  Marieholm 
am  Wenersee  mir  die  Freundlichkeit  erwiesen,  seine  ausführliche  hand- 
schriftliche deutsche  Abhandlung  mit  der  von  ihm  gegebenen  Lösung  für 
die  in  jedem  dieser  Lehrsätze  enthaltenen  Autgabe  uiul  mit  allen  seinen 
Beweisen  für  dieselben  mir  anzuvertrauen. 

Für  die  in  jenen  Lehrsätzen  enthaltenen  Aufgaben  habe  ich  noch 
neue  andere  Lösungen,  ferner  für  diese  und  für  die  von  Herrn  ^LTTAG- 
Feffler  gegebenen  Lösungen  andere  von  seinen  Beweisen  Aerschiedene  Be- 
weist' gefunden. 

Eine  Reilie  neuer  von  mir  aufgestellter  Lehrsätze,  welche  mit  die- 
sem für  die  Theorie  der  analytisclien  Functionen  so  wichtigen  (jegeustande 
in  enger  Beziehung  stellen,  hatte  ich  in  einer  Abhandlung  der  Königliclien 
Gesellschaft  der  Wissenscliaften  zu  Göttingen  am  1.  März  ls79  vorgelegt. 
Da  in  dieser  Schrift  auch  meine  Lösungen  für  die  von  Herrn  Mittag- Leff- 
ler in  seiner  zuvor  erwähnten  deutschen  Abhandlung  ausführlich  unter- 
sucliten  Aufgaben  entlialten  sind,   so  liabe  icli  den  Druck  meiner  Arbeit 
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versclioben ,  bis  idi  jetzt  am  1.  Auü;ust  I  ssoi  von  der  uniiiiftcHiar  bevor- 
stehenden Veröffcntliclmiii;  der  TJntersuehungen  des  Herrn  Mittag -Leff- 
LER  vergewissert  bin.  Die  Verschiebung  des  Druckes  benutze  icii.  um 
noch  Hinweisungen  auf  die  von  Anderen  in/wischen  verntteutlichten  oder 
mir  mitgetlieilten  Arbeiten  einzufügen. 

Bei  Gelegenheit  meiner  Untersuchungen  über  diesen  degenstand 
habe  icli  auch  Verallgemeinerungen  melirer  in  den  folgendi'u  Vrbeiten  von 
Laurent,  von  Mr.  IIerjute  und  von  Herrn  Mittag  -  Lefflek  entlialtener 
Lehrsätze  gefunden  : 

Pierre  Alphonse  Laurent,  Extension  du  thcoreme  de  ^Ir.  Cauchy  relatif  a 
la  convergenee  du  developpement  d'une  fonetion  suivant  h-s  i)uissances 
ascendantes  de  la  variable.  Com])tes  rendus.  t.  XVII.  |)ag.  His.  Paris  21. 
Aoiit  lb4:!.  llapport  de  Mr.  Cauchy,  t.  XVII  pag.  y3s— 9  12.  l'aris. 
:iO.  Oet.    1S4:!. 

Hermite,    Sur    la   formule   d'interpolation   de  Lagränge.    5.   juillet    IS7  7. 
in  Borchardt's  Journal  für  Mathematik.  Band  84.  Seite  7ü. 
Mittag  -  Leffler  ,  Funktionsteoretiska   Studier.   I.      En    ny    serie-utveck- 
ling  för  funktioner  af  rationel  karakter.     Acta  Societatis  Scientiarum  Fen- 
nicae  t.  XL  pag.  27  5  —  293.   Helsingfors.  IS 79. 

Mittag  -  Leffler  :  Om  den  analytiska  framställningen  af  en  funktion  af  ra- 
tionel karakter  med  en  godtyckligt  vald  gränspunkt.  Om  den  analytiska 
framställningen  af  en  funktion  af  rationel  karakter  med  ett  ändligt  antal 
godtyckligt  föreskrifna  gränspnnkter.  ( )m  den  analytiska  framställningen 
af  funktioner  af  rationel  karakter  utaf  flere  oberoende  variabler.  Pars  I. 
Pars  11.  Ofversigt  af  Kongl.  A'etenskaps  -  Akademiens  Förhandlingar. 
Stockholm.  1  S77  Xo.  1 .  pag.  H:!.  .Januar  I  0.  —  Xo.  2.  jjag.  3  1 .  Februar  I  4. — 
Xo.  10.  pag.  3.  December  12.—   Xu.  1(».  pag.  17.  December  12. 

An  dieser  Stelle  will  ich  nur  liervorheben .  dass  die  Interpolations- 
Formel,  welche  man  jetzt  dit>  LagrangescIic  zu  nennen  ])tle-t.  selion  vor 
Lägränge  (1794  von  AVaring  1779  aufgestellt  worden  ist.  Diese  Formel 
kann  bekanntlich  durch  einfache  ]\[ultiplication  mit  einem  Factor  aus  der 
EcLERschen   Zerlegung   einer  algebraisclien  F\mction    in    Partial  -  Bruch»- 
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;ibi;ck'itet   werden,    eine   Hemei-kini..;',   welche    nicht  bei   Euler  aber  auch 

niclit  bei  Waring  nnd  Lauuange  .si(  h  rindet: 

Ehler:   Institutiones  Calcnli  Inte^ralis.    :i   vol.    Eetrop.    17ü>i  — 70.    T.  II. 

])ai;-.    i;i2. 

Waring:   Troblenis  cDncernini;-  Interpolations.      Ehilosophical  Transactions 

of  the  Royal  Society  of  Eondun.      \ol.  LXIX.  tbr  tlie  Year  ITT'.l.    Part.  1. 

l)ai;-.  5it  — Ü7  (IJead  .Jan.  '.».   I77ii|. 

Eagrange:    Eerons   elementaires  snr  les  Mathennitiques   donnecs  a  lEcole 

normale  en  1795. 

Oeuvres  de  IjAGRange  publices  ])ar  les  soins  de  M.  Serret,  t.  \l\.  pai;-.  2S.j, 

2S(J,  287.      Der  Heraus<;eber  l)emerkt  t.  \\l.  ]y,\'j;.  I  s:5 : 

I,es  Eerons  out  ])aru  dabord  dans  les  deiuv  editions  des  Seances  de  1' 
Ecole  normale  an  III  (I  7  9  1 —  179  5 

Dix-se])t  ans  ])lus  tard  sur  l'avis  de  Eagrange  on  a  reim])rime  ccs  Ee- 
rons dans  le  .lournal  de  l'Eeole  Polyteelinique  (1  S12)  VIP  et  VHP  caliiers 
t.  IE  [p.  417.] 


ARTIKEL  I. 

Anschluss  -  Function. 


Die  complexen  Grossen  will  ich,  um  die  verschiedenen  für  sie  zu 
betrachtenden  Beziehungen  übersichtlich  ausih'ückeu  zu  können,  wie  Gauss 
sie  17  99  in  der  Doctor- Dissertation  .Oninem  i'unctionem  algebraicam  etc." 
seinen  eignen  geometrischen  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  hat  (Vergl. 
Gauss  Werke  Band  III.  Seite  2  5,  7  4,  1  14)  und  wie  Argand  in  Gergonne's 
Annalen  ISIH,  1S15  und  Gauss  iSSl  April  23.  (Vergl.  G.W.  Band  IE 
Seite  171)  sie  ausführlich  betrachten,  geometrisch  dargestellt  denken. 

Es  sei  .r  eine  Grösse,  welche  alle  complexen  Werthe  annehmen,  also, 
indem  der  reelle  Theil  derselben  als  Abscisse  und  der  Factor  der  imaginä- 
ren Einheit  in  ihrem  imaginären  Thcile  als  zugehörige  rechtwinkelige  ge- 
radlinige Grdinatc  vorausgesetzt  wird,  jedem  Funkte  der  Ebene  entspre- 
chen kann.      Es  seien    Y{x)  und    p(a?)    zwei  gegebene  Functionen,  welche 
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in  soIcIk'V  Wrise  von  x  abliäiii^aMi.  dass  uacli  Kliiniiiatioii  von  j;  die 
Function  ¥  x  durch  eine  nacli  Potenzen  von  p  x  mit  uan/zalili^en  wacli- 
senden  Exponenten  fortschreitende,  innerhalb  eines  drn  A\'(rtli  p  r  =^  o 
uniiiebenden  Bereiclies  üli^iclmiässiir  converüirende.  Iveihe  (lavst;llbar  ist. 
also  dort  die  Form 

a=+00 

;ii Vx^T  A^^ixT 

liat .  worin  m  eine  endliche  i;anze  positive  oder  negative  Zahl  oder  die 
Null  sein  kann,  worin  ferner  ix  die  ganzen  Zahlen  — m.  — m^i. 
—  m-\-  2.  .  .  .  .  -f-oo  zu  durchlaufen  liat.  worin  weiter  jedes  A^^  eine  von 
d:-m  Werthe  von  \):x,  unabhängige  Cirösse  bedeutet  luul  worin  endlich 
\^'x]  mit  etwaiger  Ausnahme  des  "Werthes  Null  alle  com])le\en  Werthe. 
deren  absoluter  Betrag  unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  bedeuten  kann. 
Von  jeuer  Reihe  1  will  ich.  für  eine  ganze  jjositive  oder  negative 
Zahl    71    oder  für   n    gleich  Null,  mit 

^^  F\i''  '\){x)  )i 

die  Summe  derjenigen  Glieder  bezeichnen,  welche  die  Potenzen  mit  nicht 
grösserem  als  dem  7i^^^  l^x]ionenten  enthalten,  also 

■^      ■ ^^ßFlr  'p(.i')!»   =''sXp(.r):^ 

svrtzen. 

Diesr  mit  Hülfe  der  Ghichiuujen    I     und    1    dejiiiirte   (j(n>ze  oder  (/ebro- 

iliene  rationale   ah/ebraische  Function    ^    wi/l  ich    die  zu7?i  Argumente    p(.i', 

zur   Ordnung    n     und  zu   dem  die   Gleichung    \>:x:  =  (t     erfällenden    Werthe 

.(  =  Xq    zugehörende  Anscliluss- Function  der  Function    V'x)    nennen. 

Für  den  FaD.  dass    A^„,     niclit  zuXullwird.  also     p:r'"F(ct'!     bei 

verschwindendem     p(x)      weder    unendlich     gross    noch    unendlich     klein 

wird,  will  ich 

:!  .  .  .  l^n-T-m  die  Anzahl  der  Glieder  der  A/ischluss- Function  -1  und 
4     .    .    .    l-^n-\--^m-{-^\7n\    die  Anzahl   der  gegebenen    Coefficienten    der 

Anschluxs-Function    2    nennen,  indem  icli  nach  Herrn  Weiekstrass  von  einer 
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reellen  oder    e()mi)lex('u    (Trosse     a-j-S'     den    absoluten    BetraL,^  also    den 

Werth    +V'°'°'  +  ^^^'   "^^-   |f^  +  S*|    bezeichne. 

Wenn  bei  der  i;enaueren  Bezeiclmung  der   Vnschluss- Function  nicht 
das  Argument    \>{x]    besonders  genannt  wird,   so  soll 
|5l   .    .    .    .   V(.i')  ^  ci'  —  .j'u    für  einen  endlichen  Werth    .v^.    aber 

^(x)  =^  —    lur    cro  =  — 
vorausgesetzt  sein. 

In  der  vorliegenden  Althandlnng  b(  '  Winke  ich  mich  auf  solche 
Functionen    p  ■>*').    '.velche  nur  für  Einen  AVcli  von    J'    zu  Null  werden. 

Die  durch  ( ileicluing  |2i  dehnirte  Auscliluss- Function  lässt  den 
Ausdruck  ; 

[61 p(.rr^|F(A-)|p(^)|wi 

eine  ganze  rationale  algebraisclie  Function  des  Argumentes  p(a?)  von  nicht 
höherem  als  dem  {m-\-H]^^'^  (Irade  werden  und  denselben  also  für  jeden 
Werth  von  p{<i^  eine  Bedeutung  behalten,  auch  dort  wo  die  zu  Grunde 
gelegte  Keihen-Entwickelung  jl ]  für  F(.r)  nicht  mehr  gilt. 
[7l  .  .  .  Die  Anschluss- Function  nimmt  ffr  n  <^  —  m  beständig  den 
Werth  Null  an. 
Es  ist 

[8]     .     .     .     .    F(^)=^;F(x)|p(.r)r//!  +  p(*')'+"p-(p(^')) 

worin  !|l)'(pW)  '-inP?  nach  Potenzen  von  p{j;)  mit  niclit  negativen  ganz- 
zahligen F'i.xponenten  fortschreitende,  innerhalb  desselben  Couvergenz- Be- 
reiches wie  1  ]  1  unbedingt  sumniirbare  Reihe  bezeichnet. 

Indem  ich  dii'  von  Herrn  Weierstkass  in  seiner  Abhandlung  »Zur 
Theorie  der  eindeutigen  analytisclien  Functionen«  gebrauchte  Benennungs- 
weise benutze .  bezeiclnie  ich  eine  Function  F(*),  wenn  sie  in  der  Form 
[l]  darstellbar  ist  und  ?«  darin  einen  endliclien  Werth  besitzt,  als  eine  im 
Convergenz- Bereiche  des  Wertlies     p(,t)  :=  u 

[9]      .      .      rational  sich  verlialtende  Function  des  Argumentes    )f[x). 

Um  von  den  rational  sic:h   verhaltenden  Functionen  (im  allgemeinen 
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Sinuc'  die  rationalen  Fnnctionen  —  im  i^-ewr)lniliclien  Sinnr  —  durcli  eine 
kurze  Ausdrucksweise  zu  untersclieiden.  nenne  ieli  die  letzteri'n  rationale 
alqehrnischi'  Functionen. 

Hat  in  der  Reilien-Entwickelunu-     f   für  (-ine   Function     F  :,r)     die 
Zalü    m    keinen   «i-rr)sseren  ^^'erlll   als  Null,   so   ist    V  x     eine  in  der  Uni- 
y-ebunii'  des  Wertlu-s    p  .r   =  (i 
,10    .  .  ri'iiiilär  sich  verhaltende  Function  des  Ari;-umentes    pi.r'     zu  nennen. 

Bei  den  vorliegender^  rersuchuni;en  kommt  es  sehr  häutit;-  in  Be- 
tracht, oh  die  Function  für  denjeniiien  Argument- Werth .  für  dessen 
l'mgehung  die  Function  reguh'ir  sich  verhält,  einen  von  XuU  ver- 
scjiiedenen  Werth  hat.  Zur  Ahkürzung  des  Ausdrucks  will  ich  die 
F'unction  in  solchem  Falle  als  eine  in  der  I'nigebung  des  hetreti'enden  Ar- 
gumentwerthcs 

11      .    .    riillständii/  rc(/ii/är  sich  verhaltende  Function  bezeichnen. 

Besteht  also  die  Entwickeluni;-  1  entweder  für  \){m  :=  d' — .r„  oder 
für  p  .1  =  --  .  und  wird  >n  =  o  aber  verschw'indet  Aq  nicht,  so  ist  be- 
ziehungsweise ent^^■cder  .i\,  oder  ;  derjenige  Werth  des  Argumentes,  für 
dessen  Umgebung  die  Function  F  \v)  eine  vollständig  regulär  sich  vcrlial- 
t(mde  Function  des  Argumentes  x  genannt  wird. 

Besitzt  eine  Function  V  \v  Reihen -Entwickelungen  von  der  Form 
,1  '  für  p  .r !  ^  .r  —  k  und  für  je(h'n  innerhalb  eines  bestimmten  zusammen- 
hängenden Gebietes  Ijclindlichen  ^\'erth  a  und  zwar  der  Art.  dass  den 
von  (I  abhängigen  C'oefticienten  A,,  für  jeden  besonderen  AVerth  <i  ein 
einziges  AN'erthensystem  zukommt .  so  heisst  sie  eine  in  diesem  Gebiete 
rational  sich  verhaltende  Function  des  Argumentes  x. 

A\'ird  unter  jener  ^'oraussetzung  ferner  kein  mit  einem  negativen 
Index  jj,  behaftetes  ,1,^  von  Null  a crscliieden.  so  heisst  die  Function  eine  in 
jenem  Gebiete  regulär  sich  verhaltende  Function.  Nimmt  sie  endlich  darin 
auch  nicht  den  Werth  Null  an.  so  soll  sie  eine  in  jenem  Gebiete  vollstän- 
dig regulär  sich  verhaltende  Function  genannt  werden.  Umfasst  das  in 
Rede  stehende  Gebiet  auch  einen  unendlich  entfernten  Punkt  der  Ebene  .r. 
so  muss  eine  ]»eihen-l)arstelbnig  von  der  Form    1  '  für    plx)  =  —    gelten. 
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I/ässt  man  in  [ll  und  [2]  die  Beschränkungen  fallen,  dass  die  Zahl 
m  eine  cndliclie  ganze  Zahl  sei  und  dass  [i  nur  ganzzahlige  AYerthe  be- 
deute, beliält  aber  die  Voraussetzung  bei,  dass  die  Reihen  für  jeden  Werth 
des  eomplexen  Argumentes  p  .r;.  dessen  absoluter  Betrag  |pur)|  unter  einer 
beliebig  gegebenen  Grösse  und  übt'r  einer  beliel)ii;  Idcin  wählbaren  positi- 
ven Grösse  liegt,  gleiclnnässig  und  unbedingt  eon\ergiren.  so  entstehen 
Functionen  'S)?,  welclu"  auch  Anschluss-Functionen  genannt  werden  mögen. 

Eine  in  einem  gegebenen  Gebiete  rational  sich  verhaltende  Function 
besitzt  in  diesem  Gebiete  nur  rationale  algebraisclie  Anschluss-Functionen. 

Ist  die  Function  in  dem  Gebiete  eine  regulär  sich  verhaltende,  so  be- 
sitzt sie  darin  aucli  nur  ganze  rationale  algebraisclie  Anschluss-Functionen. 

Wird  die  Function  in  dem  Gebiete  eine  vollständig  regulär  sich  ver- 
haltende, so  sind  ilire  Anschluss-Functionen  darin  ganz  rational  alge- 
braisch und  jede  dersidben  enthält  ein  additives  von  Null  vt  rschiedenes 
constantes  (TÜcd. 

Sind  für  eine  eindeutige  analytisclie  Function  in  eini'm  gegebenen 
Gebiete  alle  Anschluss-Functionen.  deren  Ordnungszalilen  ti  luiter  einer 
beliebig  angenommenen  endlichen  positiven  Grenze  bleiben,  entweder  ge- 
brochene rationale  algebraische  oder  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen, so  verhält  die  analvtische  Function  sich  in  dem  (7ebiete  beziehungs- 
weise rational  unstetig  oder  regulär.  AV'ird  von  den  betrachteten  An- 
schluss-Functionen in  dem  Gebiete  jede  ganz  rational  algebraisch  und  be- 
sitzt jede  ein  additives  von  Null  verschiedenes  constantes  Glied,  so  ist  die 
eindeutige  analytische  Fi;nction  auch  eine  in  dem  Gebiete  vollständig  re- 
gulär sich  verhaltende. 

Mit  Hülfe  der  hier  cingefülirton  Anschluss- Function  lassen  sich 
manche  analytische  Betrachttingen  in  einfaclu'r  Form  ausdrücken.  An 
dieser  Stelle  will  ich  nur  auf  die  Partialbruch -Zerlegung  algebraischer 
Functionen,  ferner  auf  die  Abhandlung  »Metliodus  nova  integralium  valo- 
res  per  approximationem  in^■eniendi"  von  Gauss  1S14  {\  ergi.  G.  W.Bd.  III. 
Seite  Uif).)  und  auf  die  sehr  merkwürdigen  Untersuchungen  von  Mr.  Her- 
MiTE  «Sur  la  fom-tion  exponentiellc«  (CJomptes  rcndus.  t.  LXXVIl.  a.  b, 
Paris  IS?;!  juillct  7.  aoiit  4)  hinweisen. 
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ARTIKEL  IL 

Anwendttng  der   Tar/lor'schen   Reihe. 

Lr  Ins  atz.  Sind  Fj  .r ' .  Ynix).  ■^  x)  solche  Functionen  von  x.  so 
dass  durch  Elimination  von  x  sowohl  die  Function  F,  x  iric  auch  F.,  x  in 
der  Umiichnuf  des  Werthes  \s  x  =  ()  rational  sich  verhaltende  Functionen 
vom  Argumente  \)  x  werden,  sind  ferner  A\.  k.,  heliehige  qanze  pasitive  oder 
7iegative  Zahlen .  sind  endlich  a^ .  a.,  beliebige  von  x  unabhän(/i(/e  und  b^,  hj 
von  X  unabhängige  aber  auch  von    i)   u?id  ^    verschiedet^  Grö.ssen ,  .so  ist 

[12^  .  .^X«it'i(*')H-«2F2(a?;i)|piXi!«'  =  «,p(*r^'^;v(*)+^-'  F,(.r;i|iip;»i7i  +  Äi] 

+  a, p : .^r^'  f  :p  (^)+^^  F,(.r)|  top  (.r)|  n-j-k.,] 

Bedeuten  7n .  /h,  .  ?«_,  diejenigen  ganzen  Zahlen,  welelic  jeden  der 
drei  Ausdrücke 

p  [x]'"  {a,  F,  [x)  +  flo  F.,  ',^)) .       P i^r,'" <  F,  [x] .       p  [x]"'  Fo {x) 

eine  in  der  Umgebung  des  Wertlics  p{x)  =  o  vollständig  regulär  sich 
verhaltende  Function  von  dem  Argumente  \)[x)  werden  lassen,  so  ist  m 
nicht  grösser  als  die  grösste  der  beiden  Zahlen  ?«i  und  »n.,.  Die  nach  der 
Vorschrift  3'  zu  bestimmende  Anzahl  der  Glieder  beträgt  für  die  An- 
schluss-Functiüu  auf  der  ersten  Seite,  für  die  erste  und  für  die  zweite  An- 
schluss-Functiou  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung    I  2    bezieliungsweise 

Wendet  man  solche  ganzzahlige  A-, .  h:,  an .  welche  keinen  der  bei- 
den Ausdrücke 

p  [x'f'  Fl  {x) ,       p  ixf'  Fo [x) 

für  die  der  Null  sich  nähernde  Grösse  p(.r)  unendlicla  gross  werden  lassen, 
so  kann  jede  der  beiden  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  [12]  stehen- 
den Anschluss- Functionen,  wie  unmittelbar  aus  '2^  ersichtlich  ist.  mit 
Hülfe  der  TAYi^ORschen  Reihe  dargestellt  werden. 
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Ist  ueiulicli  : 

fJL=+00  |i=-|-00 


mit  Berücksiclitii^uiiij;  der  Vorzeichen ,   m^   jj-leicli  der  grösseren  der  beiden 
Zahlen    /«,.  nu    und  setzen  wir : 

C,  1^  =  (I    für    [!■<-—//(,.  Cj  ^.  :=  0    für    [Jt.<^ — ?«2 

so  erhalten  wir  für  beliebige  ganzzahlige  ki ,  k.^    unmittelbar  aus  der  Defi- 
nition [2  [  die  CJleieliungen  : 

^  {a,  V\{.v:  +  a,  V,  [.v]) :  p  .vi  \  »     =  'V'  („,  C,_^  +  a,  C\  ,,)  .  p  y.vf 

!■'=-'". 
v  =  -    „.,+Ä. 

Hieraus  folgt  die  Gleichung  |l'2l. 

Bei  der  nach  Vorschrift  ! :{  zu  bestimmenden  AnzaM  der  Glieder  der 
ersten  unter  diesen  drei  Anschluss-Functionen  kann  diese  Anzahl  nemlicli 
\-\-n-\-m    sich  kleiner  als    1  +  «.  +  /«^    ergeben.      Dies  tritt  ein,  wenn  der 

-m      zu  Null  wird. 


.■\RTIKEL  III. 

Umu-vchs,lan,j  dvr    Aiyumt'n/,: 

Lehrsatz.      Bedeutet  in  der  Iimgel)nng  des  Werthes   pix)  :=  0    der 
Ausdruck 

13:   .   .   ~-l    eine  vollständig  remilär  sich  verluütende  Function  des  Argu- 

p(x)  .  . 

mentes    p  ;.t') .    und  die  Function 
F(^)   eine  rational  sich  verhaltende  Function  des  Argumentes  p!.f) 
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so  ist 

IV      .      .      .      1>[  I  ^  l<':,r )  I  p  .x, ;  w  I '  p :  i-  '  /t]  =  ^  I-  i>)  I  p  {.V)  i  k 

für  j('(U'  gau/.o  /alil  A".  welche  die  willkürlicli  gewählte  ^aiize  Zahl  ?/ 
nicht  übertritt't .  al-;o  auch  für  den  Fall,  dass  von  den  Anschluss- Functio- 
nen eine  jede  eben  so  viel  (xlieder  besitzt  wie  jede  andere. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  eri^ibt  sich  mit  Hülfe  der  l'heorie  der  ana- 
lytischen Functionen,  wenn  iUian  beachtet,  dass  bei  der  Herleitung  der 
Entwickehuiii;  von  ¥{x)  nach  Potenzen  von  p^r  aus  der  Entwickelung 
von  V[x)  nach  Potenzen  von  p(a,''  uiul  aus  der  F^ntwickelung  von  p(.rj 
nach  Potenzen  ^()n  pj^r  die  nicht  über  die  k^^  Potenz  des  Argununtcs 
P;cf)  hinausgehenden  (ilieder  in  der  erstgenannten  Entwickelung,  nemlicli 
von  F(ci')  unmittelbar  nach  Potenzen  von  p'^),  aiudi  nur  von  den  nicht 
über  die  k^^  Potenz  des  Argumentes  ]i(.r)  hinaus  gehenden  Gliedern  in 
der  anderen  Entwickelung.  nemlich  von  ¥{je)  nach  Potenzen  von  pur), 
abhänüfen. 


AKTlKEL  IV. 

Mnltiplkatics  -  Satz. 

Lehrsatz.      Bedeutet  in  der  Umgebung  des  Werthes    p(j;)  =  0    je- 
der der  drei  Ausdrücke 

.1^ ^!;i-    i'G^f.iic^)-    i-c^o'-K^^^) 

<ine  vollständig  regulär  sich  verhaltende  F'unction  beziehungsweise  des 
Argumentes  PG'']-  P  '*')  •  l'l'*^)-     so  ist: 

n;  ..^  JH(.t^).KGr);p(,r)V  =  ^[|H(.r).^  Kup  ;p.t},x  +  Äjjp:x]' «] 
=  f[]  K(oP) .  -^  11  ■■.rl  j p ^.r  i )]  +  /:!  I  p  '.r  '  ?i  ] 
^  ^[|^,Hi;,r)|p;a;;Y^-fA-  .'^K(:r;,p'.r,/+Ä  !;pM')[«] 

wenn  die  ganzen  Zahlen  x  und  r^  nicht  unter  di'r  beliebig  gewählten  gan- 
zen Zahl  ?i  liegen,  also  auch  wenn  von  den  Anschluss -Functionen  jede 
einzelne  ebenso  viel  Glieder  nemlich    \ -{- n  -\- /i  -\- k  besitzt  wie  jede  andere. 
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Für  deujenigL'u  besoiukTcn  Fall  dieses  Lelirsatzes,  welcher  sich  auf 
einander  gleielie  Argumente  \)(x)  unti  ])(.f)  bezieht,  ergibt  sicli  der  Be- 
weis, wenn  mau  beaclitet.  dass  das  Glied  mit  der  w*""  Potenz  des  Argu- 
mentes p(.r)  in  der  Reiliru-Entwickelung  des  Produetes  Hf.r).K(a')  nur 
von  den  Gliedern  mit  niilit  liölierer  als  der  (n-|-A)"'°  Potenz  in  der  Kei- 
lten-Futwiekelnng  von  K(x)  nacli  Potenzen  von  \}{x)  und  von  den  Glie- 
dern mit  niclit  liöherer  als  der  (?i-\- k)^"'^  Potenz  in  der  Reihen -Entwicke- 
luug  von  H(cr)  nach  Potenzen  von  p(,r)  abhängt.  Nachdem  der  für  die- 
sen besonderen  Fall  geltende  Lelirsatz  gefunden  ist,  braucht  auf  denselben 
nur  der  Satz  von  der  Umwechselung  der  Argumente  Art.  III.  angewendet 
zu  werden,  damit  die  obige  allgemeine  Form  [16]  entsteht. 

ARTIKEL  V. 

Funrtionen  von  Funelionetx. 

L  e  h  r  s  a  t  z.      Bedeuten  die  Ausdrücke 

117' '^y   pGt'/.FG.),   p(af.KG.) 

in  der  Umgebung  des  Werthes  p(,r)  :=  0,  für  ganze  Zahlen  /,  k  voll- 
ständig regulär  sich  verhaltende  Functionen  bezieliungsweise  des  Argu- 
mentes p(.i')-         i'U')'         pG^')- 

bedeutet  ferner  der  Ausdruclv 

18: H{K(^)) 

eine  nach  Potenzen  von  K(ir)  mit  ganzzahligen  wac^hsenden  FiXponenten 
fortschreitende  Reihe ,  für  welche  in  dem  Falle ,  dass  sie  unendlich  viele 
Glieder  enthält,  der  Bereich  der  gleichmässigen  und  unbedingten  Conver- 
genz  auch  die  Umgebung  des  Werthes  p(.r)  ^  0  mit  entliält.  also  da- 
durch positive'  \\'erthe  von  k  aussfhliesst. 
bezeichnet  endlich  die  positive  oder  negative  Zahl 

18''  .  .  .  f)  denjenigen  in  dieser  Reihen -Entwickelung  der  H- Function 
vorkommenden  Exponenten  der  Potenz  des  Argumentes  K(j7).  welclier 
unter  den   von   Null   verschiedenen  Exponenten   für  den  Fall  eines  negati- 
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von  k  den  kU'insten  ^^  (.Tth  und  für  den  l'Vill  eines  positiven  k  den  grüss- 
ten  AVevth  hat,   so  ist : 

;i9   ..^,|FGr).H(K(x)){|pW|^^  =  ^^^[Jl-X.tO■^|q3KGr)ipGr)ix;jp(a^^ 

für  jede  ganze  Zahl  x.  welehe  nicht  unter  der  beliehig  gewählten  ganzen 
Zahl    )i-irf-\-l)k  —  k    liegt. 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes  kann  daraus  hergeleitet  werden,  dass 
in  |dem  Ausdrucke  F(j7)  .H(K(oc;i)  dasjenige  Glied  mit  der  ?*'*'"  Potenz 
von  p(.2^),  welches  sich  durch  die  Ausführung  der  Reihen -Entwickelung 
von  F(a?)  nach  Potenzen  von  p(j.')  und  durcli  die  Einsetzung  der  Reihen- 
Entwickelung  von  K(.v  nach  Potenzen  von  p  >)  in  die  Reilien- Ent- 
wickelung von  H  (K  [x\ )  nach  Potenzen  von  K  (.r  ergibt ,  ausser  von 
den  Gliedern  in  der  Entwickelung  der  l'unction  VUv)  nur  von  den  Glie- 
dern bis  zur  {»-}-/ -{-\)k  —  k/'^"  Potenz  in  der  Entwickelung  der  Function 
K(.r)  nach  Potenzen  von  y>{x)  abhängt.  Auf  diese  Weise  entsteht  der 
Lehrsatz  für  den  Fall,  dass  die  drei  Anschluss- Functionen  für  dasselbe 
Argument  p(.r)  gebildet  werden,  l'm  die  äusseren  Anschluss-Functioneu 
wie  in  nV  für  das  andere  Argument  \){x)  zu  erlialtcn.  braucht  man  die 
gefundene  Gleic-hung  nur  der  Umwechselnng  der  Argumente  nacli  \'or- 
schrift    1  4    in  Art.  IIL  zu  unterwerfen. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  durcli  die  (ileiehungen  ,10'  und  19  i 
dargestellten  Sätze  ergibt  den 

Lehrsatz:      Bedeuten  die  Ausdrücke  : 

■2<»  .     ^\     Vi,vy.¥{x),     Y>[4'-:' Ayx) ,    /«/•p  =  l.2.  3.    .. 

j>/  der  Umgehuiuj  des  ]]'erf/tes  p  \r  =  ü  für  qatize  Zahle»  f.  /•,.  Av, . . .  val/- 
ständig  regulär  sich    verhaltende  Functionen    beziehungsweise  des   Argumentes 

bedeutet  ferner  Jeder  der  Ausdrücke 
■n       ...  H,(K,u:;)      für  jedes    p  ^  1.  2.  :i  .  .  . 


eine  nach  Potenzen  von    K.,  i')    ynit  ganzzahligen  wachsenden  Exponenten  fort- 
schreitende Heihe .  für  welche  in  dem  Falle .   dass  sie  unendlich   viele  Glieder 
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cnt/iä/f ,   der  Ben'irJi  il/rn-  gleirJuitässicicii  iuid  tinbedhuften  Couvrn/enz  aurlt  die 
Umgebung  des  }]'ert/tes    p(.r    =  o    ?«?Y  lonfusst  und  dadurch  pusitivc  Werthe 
von     A-, .   Ato  .    .    .    ai(ssr/ili(\ssf . 
bezeichnet  noch 

22  .  .  //p,  für  den  Fall  eines  negativen  Werthes  von  Ay  den  niedrigsten  in 
dieser  Reihe  Hp{Kp(a'))  vorkommenden  Exponenten  der  Potenz  des  Argumen- 
tes K  (.c)  und,  für  den  Fall  eines  positiven  Werthes  von  k„.  den  höchsten 
Exponenten .   aber 

2H     .   .   l^p   denjenigen  in  dieser  Reihe   rorkommenden  Exponenten  der  Potenz 
des  An/unientes    K  (*').    welcher  unter  den  von  Null  verschiedenen  Exponenten, 
für  den  Fall  eines    negativen    k^.    den  kleinsten  Werfh  hat  nnd,  für  den  Fall 
eines  jiositicen    Ap.   den  grössten   Werth  lint 
und  ist  endlich 

|24 g  ==  Sa  A- 

so  wird 

125    .  .^lF(a:).n(]lpjKp(,r)j)!p(.'>  =^[F(^j.n(JIp}^KpGr)Ip(^)jXpli);p(4/] 

wenn  die  ganzen  Zahlen    /p    die  Bedingung 
2r.*      .    .    x.,>>i+/+//  — ApAp  +  I)pA-p— A-,    für    p  =  l .  2.  :;  .  . 

erfüllen. 

Avil'  der  /.wi'itcu  Sriti'  der  Glciclmuii,-  2.'.  kann  mau.  anstatt  vuii  jt-der 
Function  Kp{x)  die  Anschluss- Function  /u  nehmen,  auch  nur  von  i'iner 
belii'bi>;en  Anzahl  derselben  die  Ansclilnss-  Function  bilden. 

Die  Gleichung-  [2  5l  enthält  auch  den  Fall,  dass  nuui  statt  eines  Fac- 
tors F(c*'j  mehrere  Factoren  ¥,.{x)  hat.  ^ou  denen  man  einige  durcli  ilire 
Ansclilnss -Functionen  ersetzen  will:   in  der  Tliat  man  braucht  nur 

lI,(K,uj)  =  K,.(x)  =  l',,(.r) 
und 

A,.  =   (J,  =    I.  K=fr 

anzunehmen. 
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AKTIKKL  VI. 
Gegebene  Anschtuss  -Functionen. 

Eine  Anschluss- Function  bezieht  sich  auf  die  Umgebung  eines  ein- 
zehien  J'uuktes.  Für  vorgeschriebene  Anschluss-Functionen.  welche  sich 
auf  die  l'mgebunuen  verschiedener  Punkte  beziehen,  ist  von  besonderer 
"\^'ichtiii■keit  die  Auriüsunii'  der 

Aufgabe:  Inin'rhalh  eines  bt'liebhf  (leijehox'ii  ZKsammi'nhäiufenden,  tiiclit 
dip  ganze  Ebene  aber  doeh  im  AUgemeineit  den  Werth  oo  umfassenden ,  Gebie- 
tes der  veränderlicheu  einnplejcen  Grösse  x  als  Argument  soll  die  Function  £(<r) 
die  Eigenschaft  besitzen . 

dass  für  die  Umgebung  des  Werthes  rt„  =  J^  und  eines  jeden  der  innerhalb 
des  genannten  Gebietes  beliebig  vorausbestimmfen  Werthe  a^.  a^,.  .  .  af  von  x 
die  Function  £:',r)  eine  rational  sieh  verhaltende  Function  von  x  sei  und  zwar 
dass  von  der  Entwickelung  der  Function  £{x)  nach  Potenzen  beziehungsxveise 
von  ^-  (x  —  öj.  [x  —  flo  .  .  .  (ii'  —  ag  die  Glieder  mit  nicht  höheren  als  der 
71q'''\  «/''"<  Hi""  ■  ■  ■  "/""  Potenz,  also  die  Anschluss-Functionen 

^2Q]      .      .      .      ^:£(^)!^iV  =   S"°4(0,  ji.:(^)'    =  G(0,^) 

^  ß  'x  \x—  aj.  n,?  =   X  -4  /■■  V-    '»'  —  ">■  ^  =  G  \r,  x) 
für     r  -=  1,  -2,  3  .  .  .  ^ 

mit  den  von  x  unabhängigen  Coefßcienten  vlfo.p.  und  Ar.^x  gegeben  seien: 
dass  aber  für  die  Umgebung  eines  jeden,  von  a„.  «,.  a.,  ■  ■  ■  a/  verschiedenen  im 
Innern  des  vorgegebenen  Gebietes  liegenden,  Werthes  des  x  die  Function  t(x) 
sich  regulär  verhalte. 

Eine  noch  mehr  beschränkende  Aufgabe  wird  diejenige  sein .  worin  dies 
zuletzt  geforderte  reguläre  Verhalten  der  Function  £;.r)  auch  ein  vollständig 
reguläres  sein  soll. 

Auflösung: 

Ausserhalb  des  für  die  Function  £"x]  vorgegebenen  Gebietes  will 
ich  die  A^'crthe    «o-  a, .  Oo.  .  .  a^    beliebig  von  einander  verschieden  oder 

3 
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zum  Theil  oder  mich  alle  einander  i^leich  angenommen  denken.  Für  den 
Fall,  dass  der  Werth  (V  niclit  innerhalli  des  gegebenen  Gebietes  liegt, 
will  ich  Oo  =  *  annehmen  und  weil  in  diesem  Falle  eine  Anschluss- 
Function  für  die  Umgebung  des  \\'ertlies  r  =  -^  nicht  gegeben  ist,  so 
will  ich  dann  a,,  =^  0  setzen,  wenn  nemlich  für  die  Umgebung  des  Wer- 
thes  .r  =  0  die  Anschluss- Function  gegeben  ist;  anderen  Falls  sollen  in 
den  naclifolgenden  Ausdrücken  die  Glieder  mit  dem  Index  0  auszulassen 
sein.      Es  sind  also   Oq,  a,,  «.,,  .  .  a,    alle  von  einander  vmd  von  sämmtlichen 


Oo,  a,,  a.  . 

.  a,    v( 

■rschieden ; 

[27]      .      . 

es  ist 

rt-p    uiclit  gleich    ,' 

,    wenn    p  >■  0 

es  sind  in : 

[2  8]     .     .     .     f  [£  (^  I  y  I  «„ '  =:  T  Ä ((..  ii](jy  =  G  fO.  X) 
für    a,!  ^=  ,',    und    a^    nicht  gleich    l 

die  von  d'  unabhängigen  Coefticienten  A{\),  n)  gegeben.  Für  den  Fall 
aber,  dass,  während  der  Werth  x  =  ,V  sich  in  dem  vorgegebenen  Ge- 
biete befindet  (also  Oo  nicht  glei('li  ^  ist),  dennoch  eine  Anschluss- 
Function  für  die  llmgebung  des  Werthes  J  nicht  vorgegeben  ist,  würde 
die  Gleichung  [2S]  nicht  in  Betracht  kommen  und  in  j<  der  der  folgenden 
auf  die  Lösung  sich  beziehenden  Formel  das  Glied  mit  dem  Index  0  aus- 
zulassen sein. 

Es  sind  nach  obiger  Annahme  in 

[29]     .     .     .     .  f[t(,v)lv\n,]  =  ^"Ä{0,ii.)a;^  =  G{Q,x) 

für     a,)  =  ,V ,        «0=0 

die  von  x  unabhängigen  Coefticienten  A{t),[i]  gegeben.  Für  den  Fall 
aber,  dass.  während  der  Werth  ,',  sich  niclit  in  dem  für,  die  Function 
£(.r)  vorgegebenen  Gebiete  betindet  (also  ot,,  gleieh^i  angenommen  ist), 
eine  Anschluss-Function  für  die  Umgebung  des  ^Verthes  0'*'nicht  vorgege- 
ben ist,  würde  die  Gleichung  [29]  niclit  in  Betraclit  kommen  und  in  jeder 
der  folgenden  auf  die  Eösung  sich  beziehenden  Formel  das  Glied  mit  dem 
Index    0    auszulassen  sein. 


[3  0]   . 

.   q  r.  er   =  -^    wenn    a,    niclit  s^icich 

[3i: . 

.  V  ;•.,■)  =  _^;  =  i      ^_,;,-i     ;;;^;' 

nnd    r  >  o    ist . 
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Um  für  die  verschiedenen  in  Betracht  kommenden  Fälle  eine  gemein- 
same Form  der  Lösung  zu  erlialten,   setze  ich: 

i    und    /•>()    ist. 

"■j~-s    wenn    a^   nicht  gleich  -J- 


[32'  .  .  p'ß.x'j  =  j--^  =  q  0,.r''  wenn  a^  nicht  gleich  ^  und  wenn  für 
die  Umgebung  des  AVerthes  a^  ;=  l  eine  Auschluss- Function 
■2s    vorgegeben  ist. 

[33_,  .  .  \>A).j:  =  1  —  q(0..r  wenn  a«  niclit  gleich  ^  und  wenn  für  die 
Umgebung  des  Werthes  l  eine  Auschluss -Functioji  nicht  vor- 
gegeben ist. 

[34]    .   .(][r,x)  =  x    wenn    a^  =  -J-    und    ;•>>(;)    ist, 

[35]   .   .  \>''r.j;]  =  1  — -^  :=  i_iili5l^    wenn    a,.  =  -J-    und    ?->0    ist. 

[36]   .   .  p;it.ci'    =  X  -^  q  r.x)    wenn    a»  =  l-    und  wenn  für  die  Umgebung 
des  AVerthes  a^^O  eine  Anschluss-Function  '29]  vorgegeben  ist, 
[3  7]   .   .  p'O.cr;  =  1  =  q(o,.ri    Avenn    Oq  =  ^    und  wenn  für  die  Umgebung 
des  AVerthes   0   eine  Anschluss-Function  nicht  vorgegeben  ist. 
Ferner  bedeute 

iSS"  .  .  ^'p-'']  t'ine  in  der  Umgebung  jedes  endlichen,  einem  innerhalb 
des  vorgegebenen  Gebietes  liegenden  x  entsprechenden.  AA'er- 
thes  p  f>,.r]  regulär  und  in  der  Umgebung  des  AA^erthes  p(p,^'=o 
vollständig  regulär  sicli  verhaltende  Function  des  Argumentes 

V  >.  *; . 

^39"  .  .  <!'  pt'^  i-'iiit^'  in  der  Umgebung  jedes  endlichen,  einem  inner- 
halb des  vorgegebenen  Gebietes  liegenden  j;  entsprechenden, 
AVerthes  p  p,  x]  regulär  sich  verhaltende  Function  des  Argu- 
mentes   p  p,  X  , 

[40]  .  .  2S  p.  A-.  .r).  ^'a.Xj  in  der  Umgebung  jedes  endlichen,  einem  in- 
nerhalb des  vorgegebenen  Gebietes  liegenden  x  entsprechenden, 

3* 
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Werthc's  beziehungsweise  von  p(a'. cT),  p{a.x),    je  eine  vollständig- 
regulär  sich  verhaltende  Function  dieser  Grössen  als  Argumente. 
Schliesslich  setze  ich 

[41]   .   .  S(p,.r)  =  n  pGs^.r)'+'"-"■'S(p.*^a•) 
[42]...     2?  GO  =  n'  P  (o-  ^»O"'""  5-^  (^-  '^O 

worin 

[■4 41  ,  ,  qf.^(Pi_4  für  ein  innerhalb  des  vorgegebenen  Gebietes  liegendes  x 
eine  in  der  ITmgebung  des  Wertlies  p(p,x)  =  0  regulär  sich 
verhaltende  Function  des  Argumentes  \)(^.  x)  von  solclier  Be- 
schattenlu'it  bedeutet,   dass  zu  ihr  die  Function 

[4  5]   .   .   0    invers  ist.  also 

wird  und  zwar  dass  die  Function 
[4  6]   .   .   <I)    eine  nach  Potenzen  des  unter  ilir  in  Formel  ^4  3]  stehenden  Ar- 
gumentes   mit  wachsenden    nicht    negativen    Fxponenten    fort- 
schreitende  die  erste  Fotenz  entlialtende.   für  alle  in  dem  vor- 
o-ei>ebenen  Gebiete  liegende  x  gleichmässig  und  unbedingt  con- 
vergirende  Reihe  bedeutet. 
Die  in  den  Nummern  1 1]  und  |2|,  und  j^d'  bis  [46]  ausgesprocliene 
Bestimmungsweise  für   die  einzelne  Anscliluss- Function    ^    und  für  die 
übrigen  in  der  zweiten  Seite  der  Glei('liung  [4;!]  vorkommenden  Functio- 
nen o-enügen,  wie  ich  im  nachfolgenden  Artikel  lieweisen  werde,  um  durch 
die  Formel  ,  4  3^  die  zu  Eingang  des  laufenden  Artikels  gestellte  erste  Auf- 
gabe für  den   Fall  einer  eudliclicn  Anzalil    t    oder    /-j-l     von  Anscliluss- 
Stellen  allgemein  zu  lösen. 

Die  zweite  Aufgabe   fordert  noch,   dass  die  zu  suchende  Function  in 
dem  gegebenen  Gebiete  ausser  bei  den  Anschluss- Stellen  sicli   vollständig 
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regulär  vcrlialtc :  für  sie  bietet  die  Formel  j4:5  elieiifiiUs  die  alli^emeiue 
I,()sunt;-  in  dem  Falle  einer  endlielien  Auzalil  t  oder  /-|-l  xon  Anschlnss- 
Stellen.   wenn  noeh  die  BediuLivnii;-  erffiUt  wird,   dass  die  l^'unetion 

47^  .  .  <I>  für  keinen  Wertli  des  in  |4H  unter  ilir  steliendiii  Aruunu'utes, 
welcher  einem  im  vori^eiiebent-n  Gelüete  liegenden  Werthe  von 
X    entspricht,   den  AVertli  Null  auninimt. 

Für  den  Fall  einer  unbegrenzt  waclisenden  An/.ald  von  f;egebenen 
Auschluss- Stellen  tritt  noch  die  Bedin<;un<;'  hinzu,  dass  die  Functionen 
Söp.Ä,^?),  3?(a,a')  die  CVmver-enz  der  in  den  Gleichungen  11  .  42  vor- 
kommenden unendlich  viclgliederigen  Ihoducte  und  da^s  die  Functioni'U 
'i(p, ^)  und  '}  P''^)  t^i*^  Convergenz  der  in  4H  vorkommenden  unendlich 
vielgliederigen  Summe  bewirken. 

Damit  der  Umstand,  von  welchem  jene  Convergenz  abliängt,  beson- 
ders hervortritt,   will  icli  die  Functionen  in  den  Formen: 

[4s]  .  .  S(p.5.a^)  =  ^^>,.y.J;).a)^,.,{^^>I';,,(v(*^a^^'~''"~''■01q(«-^)iÄvl 

^49]   .   .   .    S3{a,a':  =  V(a.. r). 0,1^1  >I';(p(a..r)+"")  [q(a,^)[ //,j 


51 


E  f..)  =  .,f..:,.<nrj,j,^;^-.w^);p(p.  .•,!-,■ 


,52:   .   .   .    6(p.^)  =  ^(o,p..r)-^R(p..r)!q(p..r)lXpi 

darstellen. 

Hier  haben  die  Functionen 

'53"  .  .  .  'f(O.p.jr).  ']'("•  P-'O-  "^Vfp. .s\ J-) ,  V(o..r)  diesclb-n  alln-emeinen 
Eigenschaften  wie  solche  beziehungsweise  für  z([j.  .v).  '^(p.  .r), 
2«(p.s..r).   ^{a..v)  unter  Xr.    3s1,  [39\  '40'  ausges].roclien  sind; 

die  Functionen 

154^  .  .  .  1"o  s-  ^'a  ^^"^  ^^^^^  unter  ihnen  in  4S  ,  49  stehenden  Argumen- 
ten  sind  in  der  T'mgebung  beziehungsweise  von     "^  =  — , 

" ,    ^\  =  — .    reuulär   sich  verhaltende  Functionen  beziehiui'is- 
q(=.«,)  CO  ^  ,        ,         ,         .  "^ 

weise  von  den  Argumenten    (\[s.x),  qia.x); 
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[55]   .   .   .   '^p^s-   '^o     ^iiifl    tli<-'    inverscn    Functionen    beziehungsweise    von 

Op, ,  »I-,. ,  (p  (s.  .t.')Tf)  =  p  (s.  .r)^ .     O),  »I-,  (p  (o.  .r)^)  =  p  (a.  .r)^ 
für  jede  i^anze  Zalil  i'.   und  zwar  bedeuten 
[56]   .   .   .   ^g  si  ^3     uacli   Potenzen  der  unter    ihnen   beziehungsweise    in 
[4  8],  [4*.!]  stehenden  Argumente  mit  wachsenden  nicht  negativen 
Exponenten  fortschreitende ,   für  alle  in  dem  vorgegebenen  Ge- 
biete liegende    x    gleichmässig    und    unbedingt    convergirende 
Reihen;  dieselben  werde  ich  Convergenz-Factoren  in  Producten 
(nemlich  der  Ausdrücke  [41]  und  [42])  nennen; 
[57]   .   .   .   Q(p,  ci'j  ist  eine  in  der  Umgebung  des  Werthes  p(p..r)  =  0   voll- 
ständig regulär  sich  verhaltende  Function  von  dem  Argumente 
p(p,.r).   und  für  das  vorgegebene  Gebiet  eine  eindeutige  analyti- 
sche nicht  unendlich  gross  werdende  Function  von  x\ 
Die  Function  Q(p,a?)  dividirt  durch  ihre  eingliedrige  für  das  Argu- 
ment   p(p,  ^tj    gebildete  Anschluss- Function  gibt  bei  genügend  grossem    p 
einen  Werth,   dessen  absoluter  Betrag  ein  echter  Bruch  ist.       Besonders 
einfache  Formen  von    Q(p.  j.')    sind    1  —  p(p-^)    und    e^~^'^^''^\ 

Den  ganzen  von  Q(p,^)  abhängigen  Factor,  mit  welchem  die  Function 
cf>{0.p,cr)  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  ,50]  multiplicirt  ist.  werde 
ich  C'onvergenz- Factor  in  einer  Summe  (nemlicli  des  Ausdruckes  l-^S]) 
nennen ; 

[57*]  .  .  .  die  auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  i52l  mit  (jj(0,  p.a')  durch 
Subtraction  verbundene  Anschluss -Function  werde  ich  C'onvergenz -Sub- 
trahend in  einer  Summe  (nemlich  des  Ausdrucks  [43])  nennen. 
[58]  .  .  .  A-p.  /i..  x,^,  Xp  sind  ganze  Zahlen,  deren  genügend  gross  ge- 
wählte "Wertlie  die  C'unvergenz  der  Producte  und  der  Summen  für  ^  =r  oo 
hervorbringen  sollen. 

In  manchen  Fällen  kann  es  vortheilhaft  sein,  die  Lösung  der  zu  An- 
fang dieses  Artikels  bezeichneten  Aufgabe  durch  den  Ausdruck : 


[^->].s(^)=i\4n%]nt-.v)\f{e,.rj.fl{^^^ 
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darzustellen.  w,)rin  die  Functionin; 

f)0~  .  .  .  T^  und  H  die  gleichen  Bedingungen  wie  nacli  [4  1],  [if)^.  [46l 
beziehungsweise   W  und  <I>  also  auch  die  Gleichung 

M «P^(^)}  =  %? 

erfüllen . 

aber  ausserdem  nocli  die  Reihe 

^öT  .  .  .  6p    das  Glied  mit  der  nullten  Potenz  des  Argumentes  und  zwar  in 

der  besonderen  Form  der  positiven  Feinheit  enthält. 

Für  einige  einfaclie  Fornu'u  der  in  den  C'onvergenz-Factoren  48", 
A9  .  50  noch  willkürlich  gelassenen  Functionen  und  für  die  Convergenz- 
Subtraheudeu  52"  werde  ich  die  Möglichkeit,  die  gleichmässige  und  un- 
bedingte Convergenz  der  Producte  und  der  Summen  für  ^  ^  oo  zu  errei- 
chen ,   nachweisen. 

Anstatt  der  in  den  C'onvergenz-Factoren  uml  Convergenz-Subtra- 
henden  hier  4S"  bis  52"  angewendeten  Anschluss- Functionen  '^  können 
zu  demselben  Zwecke  auch  geeignet  gewälilte  ganze  algebraische  Functio- 
nen   insbesondere    Interpolations-l'unctionen   benutzt  werden. 

ARTIKEL  VII. 

Endlich-  Anzahl  v<.n  Anschluss- SMlen. 

Um  für  den  F'all  einer  endlichen  Anzahl  t  oder  ^  +  1  vorgegebener 
Anschluss-Stellen  zu  beweisen ,   dass  die  zweiten  Seiten  der  Gleichungen 

4  3"  und  l59"  die  in  den  beiden  Aufgaben  des  Artikel  \'I  zu  suchenden 
F\inctionen  darstellen,  hat  man  zunächst  unmittelbar  aus  den  unter  Xr.  30] 
bis  61"  ausgesprochenen  Voraussetzungen  zu  schliessen,  dass  die  eben  be- 
zeichneten Ausdrücke  für  die  in  dem  vorgegebenen  Gebiete  befindlichen 
AVerthe  von  x  eindeutige  analytisclie  Functionen  des  Argumentes  x  wer- 
den und  in  jenem  Gebiete  nur  an  den  gegebenen  Anschluss-Stellen  unend- 
lich grosse  Werthe  annehmen  können. 

Zur  Untersuchung  der  Frage,   ob  die  in  den  Gleichungen  [26].    2S], 

29"   vorgeschriebenen   Formen   der   einzelnen   Anschluss -F'unctionen  den 
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Ausdrücken    ii3^  und  ,59^    zukommen,  und  um  dabei   die  verschiedenen 

Fälle  nicht  gesondert  behandeln  zu  müssen,  setzen  wir 

[G2|   .   .   T.[r,.v)  =  x  —  a,.     für    >■>(!,    also   wenn  Gleichung   [2  6]  erfüllt 

sein  soll ; 
[63]   .   .    TAi\x)  ==^  ^    für    >•  =--  0     und   wenn    die  Gleichung   [2  8]    erfüllt 

sein  soll ; 
[64]   .   .    T^W.x)  =-  X     für    r  =  0     und    weini  die    Gleichung   [29  j   erfüllt 

sein  soll. 
Die  unter  ^sr.   3(1'  bis  \'M\\  für  \f{r,  x)   getrotfeuen  Bestimmungen  las- 
sen   ersehen,     dass    in    allen    den    Fällen,    in    welchen    eine    Anschluss- 
Function  durch  die  Aufgabe  vorgegeben  ist, 
[(^r,!   ,   ,  ^i/^    (^.^jjp  jj^  jpj^.  Umgebung  des  AVerthes  ■!z[r,x)  =  0   vollständig 

regulär  sich  verhaltende  Function  des  Argumentes  Tu(/-,,r)    wird. 
Die  gesuchte  Anschluss- Function 

[6fii '^V«('0!^('--^')l"'-] 

worin  t{x)  den  durch  die  zweite  Seite  der  Gleichung  [43]  dargestellten 
Ausdruck  bedeutet ,  können  wir  mit  Hülfe  der  Gleichung  [1  9]  bestimmen, 
wenn  wir  n  in  ?/,-,  )?[x)  in  T.{r.x),  \^[x)  in  p(r,a.'),  Y[x)  m  93 (-r),  /  in  nir, 
die  H-Function  in  die  O-Function .  l)  in  -j-l,   und  K(.r)  in  den  Ausdruck : 

mS:^\m^..x).'^{^.x).^[\-^^^^ 

übergehen  lassen. 

Von  dem  Ausdrucke  [07]  haben  wir  also  nun  die  zur  Ordnung  nr-^-nir. 
zum  Argument  \>[r..r)  und  zu  der  Umgebung  des  Werthes  )?[r,x)  =  <>  zu- 
gehörige Anschluss-Function  zu  hnden.  Da  die  Anschluss-Function  einer 
Summe  von  Functionen  gleich  der  Summe  der  von  den  einzelnen  Functio- 
nen gebildeten  Anschluss -Functionen  ist,  so  erhalten  wir  hier  für  die 
von  [67]  aufzusucliende  Anschluss-Function  die  Summe  der  Glieder 

[« 8] . .  ^^  [{S(p.  .^  T(r-*^  ^H{^.H^,1^  •  *^X  w^ 

und  der  Glieder 
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[691 '}?     !--^P-'^)- <P(p-'^')Ii  P'''-''',i  «r +»»,.■ 

für     &  =  0.   1.2.:? t 

Aus  der  Dotiuition  der  Aiisclilus.s- l'uuctiou  ^Iß  diircl]  (ileichung  [l] 
und  2  .  iius  (ier  Bestimmung  der  Function  5ß(p,  j?)  durcli  Gleichung  [iT. 
und  aus  den  viiiter  Nr.  1 38],  [39]  aufgestellten  Eigenschaften  von  '•f{[j,x} 
und  '^'{p.x)  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  jedes  Glied  [69]  und  jedes  zu 
einem  von  r  verschiedenen  p  zugehöriges  Glied  [68]  gleicli  2sull  wird. 
Die  gesuchte  Anschluss-Function  von  dem  ganzen  Ausdruck  07  zieht  sich 
also  zu 

zusaranun  und  diese  wird  nach  dem  Multiplications-Sutze  in  Nr.    16    gleich 

i^l: -13[q'(°tf.)|,„-...;i„,.  +  »,] 

Der  Ausdruck  ^'l]  tritt  also  bei  der  oben  ausgefüiirten  Anwendung 
der  Gleichung  119'  auf  die  zu  bestimmende  Anschluss-Function  [66]  an  die 
Stelle  von 

^[K(^,|p(^)|x] 
und  wir  erhalten : 

Auf  die  zweite  Seite  dieser  Gleichung  wenden   wir  wieder  die  Transtor- 

mations- Gleichung  [19]  an.   indem  wir  jetzt    ^^Xlfef)    ^^^^    ^('^'    setzen 

aber  im  Uebrigen  die  oben  gebrauchten  Beziehungen  beibehalten.     Wir 

rinden  dadurch : 

[73^    .     .    ^;£'aO|u(r.a';l«.l--ß[jS?'.r).'l>{»l^('^))||^(r.a;^l»J 

oder  weil  nach  [45]  die  Function  O  und   *1^  zu  einander  invers  sind  : 

[74]  ..^V^£(.r)|7r(r.r)|«,]  =  f  [{^aVa-)4SS?!r('--^')!«r]  =  i^.G(r,^)|7:(r.^);«;j  =  G{r.x) 

so  dass  also  der  in  Gleichung  [43]  aufgestellte  Ausdruck  für  £{x)  die  unter 
Nr.  [26],  [2S].  [29]  geforderten  Bedingungen  für  r  =  0.  1.  2,  3,  ..^  erfüllt. 
Dass  diesen  Bedingungen  auch  der  in  Gleichung  [59]  für  £{x)  darge- 
stellte Ausdruck  genügt,  wird  auf  entsprechende  Weise  mit  Hülfe  derGlei- 


26  ERNST   SCHERING, 

chung  [251  (largethuu.      Es  kommt  dabei  in  Betracht,  dass  für  jedes  von  r 
verschiedene   p  dit'  Gleichunfi; 

wegen  der  unter  [60]  und  [61]  für  die  Functionen    Hp  und  'l'^   geforderten 
Eigenschaften  gilt. 


AKT1KK[,  Vlll. 

Couvrri/ftiz-  FnrtiirfH    iii    rr,„!n<-/r„. 

Die  Anzalil  t  oder  t-{-\  der  Ansclihiss-StelU-u  </,.  kuiiii  in  der  Weise 
unbegrenzt  waclisen.  dass  dieselben  in  unbegrenzter  Nähe  der  A\'erthe  a^. 
wo  die  gesuc;hte  Function  £(^')  aufhören  darf,  sich  rational  zu  \  erlialten. 
unbegrenzt  zahlreich  neben  einander  liegen.  Es  wird  dann  für  ein  un- 
endlicli  grosses  r  der  Ausdruck  q(r.  «J,  welcher  uacli  130]  und  [34]  bei 
einem  endlichen  Werthe  von  a^  gleich  ^  al)er  bei  a^  -=  ,',  gleich  a^ 
ist.   einen  unendlich  grossen  AV'ertli  annehmen. 

Der  einfacheren  Übersicht  wegen  wollen  wir  die  Indices  >•  =;  1 ,  2,  3, . . . 
also  mit  Ausnahme  des  Index  u,  über  welchen  wir  s<lion  in  [32]  und  [36] 
verfügt  haben,  auf  solche  Weise  angebracht  denken,  dass  die  absoluten 
Beträge  von  i](r,a,)  mit  .r  wachsen  oder  doch  nicht  abnehmen,  wenn  /• 
zunimmt,  also  dass.  uacli  der  von  Jferrn  Weierstuass  eingeführten  Bezeich- 
nungs-^\'(•ise  der  absoluten  !>eträLre. 

[76]      ....      (,,  r.a,.,|  <|,,(r+1.,/,^,,|  für   ,•  >  1 

_.l^-|c,  (,•..,!  ==00 

wird. 

Es  isi  nun  zu  beweisen,  thtss  l>ri  geeigneter  Walil  der  noch  willkür- 
lich ge]a^senen  l'unctioneu  die  unendlich  vielgliedrigen  Summen  und  Pro- 
ducte  gleichmässig  und  unbedingt  <onvergiren. 

Wir  wollen  zunächst  für  das  durch  [42]  und  [49  detinirte  Product 
^>a-).   nemli.h  für 
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,77;  .  .^[x  =  n  V  a.jr -'"^  \' :  3.  .r  .•!),:  1>  'l',(ii  :i.x]-^"'')\(][a.x)\h,\\.   t  =  oo 

geeiijnete  C'onvergenz-Factoren   <l>g  zu  hrstimmeu  Muhcn. 

Nach  dem   Satze  über  Fimctioneii  von  Anscliluss-Fuiutioiien.   (ilei- 
chuiig  J  0  .   und  nach  den  unter    55    getroffenen  Bestiniraungen  wird : 

;7  8'   .   .   i^[{v;a..r -'"=.(!), ;^;^  >r,(p  3.0?+'"')  q'a..ri7<a'|}iq(3..r)|-«J  = 

Nach  der  Uefinition  der  Auschluss- Function  durch  [l]  und  [2",  folgt  also, 
dass  für  genügend  kleine  Werthe  von    (\(a.x'^    die  (ileicliung 

[19]..p  3.a';-"'=.a),r'}3:>l',(pia.,r-^"'=)  qa..i';;Ä;!  =  l  +  q(o.  ,r '+*'.$)•  (q  0.1;)) 

besteht,  wenn  ^*(q(a. a'  }  eine  nach  Potenzen  von  q  a. .r  mit  wachsenden 
ganzzahligeu  nicht  negativen  Exponenten  fortschreitende  für  genügende 
kleine  absolute  Beträge  von  q'a.  a?  gleichmässig  und  unbedingt  convergi- 
rende  Reihe  bedeutet.  Die  Czleichungen  [3  0]  und  [3  5"  haben  die  gemein- 
same Form 

[80]      ....     p'o.a'    =  1  — ^-^      für     a>l 

also  kann  man  die  Glcicluiug    79    für    a  >  1    \ ortlieilhafter  so: 

[811  .  .  p  o..r:-"'.(D,j^:»J^,(p  3.T+'"')  q{G.x\h,  =  1 +  (^^y^^'- JJ* '(oTa^)) 

darstellen,   wenn  man  mit    ^''^'V""'!')    eine  für  y-enüücnd  klein  irewählte 

Werthe  von      ,'^,    rcijulär  sich  verlialtende  Function  von  den  Arirumente 

-1(5,05)        '^  ^ 


qK^) 


bezeichnet. 


q(9.oo) 

Es  wird  daher  für    a  >  1    und   Äj  >  0  : 

82]  .  .  logjp  a.x-"'=.<I>,^i^^(p:^,>r;r'|q(o.^)|Ä,l!  =  I  <^^.^i"°)- U'/ll 

4" 
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worin  die  von  der  Form  der  l'a  -  Function  und  von  den  Grössen  tj.  </,.  a, 
nta,  h,  abhängigen  aber  von  x  unabhängigen  Coefticicnten  C{-q,  a)  der  über 
die  unbegrenzt  waclisendeu  positiven  ganzen  Zahlen  t]  auszudehnenden 
Summe  eine  für  yenü^end  kleine  Werthe  der  absoluten  Beträfe  von  ?i'i^' 
geltende  gleichmässige  und  unbedingte  Convergenz  gestatten. 

Um  die  Untersuchung  der  Convergenz  des  Ausdrucks  jT?)  zu  verein- 
fachen, will  ich  nur  diejenigen  Glieder  eingehender  betrachten,  für  welche 
a  gross  genug  ist,  damit  (q(a.rto)|^f  werde.  Zu  diesen  Zahlen  o  will 
ich  die  positiven  ganzen  Zahlen  Ej  durch 

[83] e<e^'<|q(a,«,  |<.-^=+' 

in  Beziehung  setzen.      Es  sei 

;84''   .    .   .   «^«"0+'''  eine  absolute  Grösse,  welche  von  der  Anzahl  der.  die  Be- 
dingung [83]  für  ein  beliebig  gegebenes  5,  erfüllenden.  Werthe 
«5  nicht  übertrofi'en  wird  und  zwar  sei    a    eine  von    o    und    s, 
unabhängig  bestimmbare  Grösse. 
Ich  will   nun  die  Annahme  machen,   die    'Fo- Functionen  seien  von 
der  Beschatl'enlieit  gewählt,   dass  für  jedes   e,.   für  jedes  der  hierzu  nacli 
[83]  zugehörigen   a.   für  jedes  der  zu  diesen  a  zugehörig'ii  h,   und  für  jede 
ein  solclies   /i,  übertreifende  ganze  Zahl    q    die  B(>dingung 

[S5] |e-V..a|^r'"+^'<'+^""'+"'+^"''+^ 

erfüllt  wird  und  /.war  in  der  Weise,   dass 

[8G]   ...   7,  c,  m,.  m.  c„  c    unabhängig  von    r^    und  von    h,    bestimmt  wer- 
den können  und  dass 

[87]   .    .   .  7-  r  aucli  noch  von  »w,  unabhängig  b(>stinimt  w<n-den  können. 

Die  Grössen 
[88]   .   .   .   c,.  c    will  ich  unabhängig  von    vi,    bestimmt  d<nken.   so  dass  in 
den  Fällen,   wo  jeder  Coefticient    C(7],a)    die  Grösse    ?»,    nur  in  der  Form 
eines  allein   von    m^    abhängigen  J'actors  enthält,   die   (Trossen    tu,  und  m 
als  nur  von   m,  und  aucli  nur  die  Grössen  ms  und  nt  als  von  ?«,  abhängig 
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gewählt  werden  können,      /nr  Abkür/.nn«:  will  ich  den  von   o   iiinihliüntii- 
gen  reellen  "\^'ert]l   ;  durch  die  BedinguiiLr 

m '-^^hi'-'«^)! 

cinlulueu.  welche  für  jedes  der  Nr.  [83;  genügende  o  erfüllt  sein  soll. 

Von  der  weiteren  Untersuchung  der  Convcri^en/  des  Ausdrucks  |7  7] 
will    ich    nun  avu;li    noch    diejenige    endliche    Anzahl    von  (jliederii    aus- 
schliessen,   für  welche  o  zu  klein  wäre,   um  die  Bedingungen 
[90]      .      .      .       E,  — 8  — ■r>  I  .   und   £,—  ;  —  ■'  — r>1    erfüllen  zu  können. 

Unter  diesen  Vdraussetzuniicn  wird 


l'iihreu   wir  nocli   di( 


ein  und  berücksichtigen  wir  Nr.  [81^  su  können  wir  aus  der  zuletzt  gefun- 
deneu Ungleichheit  [flll  auch  die  folgende  ableiten: 

[931 '^"^  ^Y°^|Cy;.3  |.|^ff  <   s't'^='=-'-^'-'''''^^^'-'-'''^^="'="^^=^=-'^+"'- 

+  00  +00 

worin  jede  der  letzten  drei  Summationen  über  die  ganzen  Zahlen  z,  ^^  tc.- 
t_|_£5  ,  2-f-Si, .  .  .  . -j- oo  zu  erstrecken  ist  und  worin  dem.  unter  diesen 
Summen  bei  Os,  h,,  in,,  Cj,  i,  vorkommenden.  3  d(-rjenige  wuch  Norschrift 
j83i  zum  jedesmaligen  z,  zugehörige  Zahleuwertli  zu  crtheilcu  ist.  welcher 
die  Zahl  Ä;  am  kleinsten  werden  lässt.  Hieraus  erhalten  wir  den  Lehrsatz  . 
Gibt  man  der  Veränderlichen  x  nur  solche  Werthe .  welche  keinen 
der  Ausdrücke   q  a.  .r'  für  a  =  0.  1.  2.  ".5  .  .  co  unendlich  ltoss  werden  lassen, 


<c-^ 

>  ri>^A^,~l~; 

1 '')^-3'"5 

weil  uemlicli    1 

_^-Us- 

:-V>  >  1_, 

-'  >  e~- 

Grösse 

,92'     .     .     .     . 

f-=    1- 

.i,  +  ni,+ 
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hcstinimt  uiuii  ferner 

a=-i-.-X) 

[1)41 n  yio.x') 

0=0 

als  eine  für  solelie  ,r  vollstiindig  re<^uliir  sich  verlialtende  Function, 
wählt  man  weiter  die  Functionen    <I>,  und   *Fo  der  Art ,  dass  die  Bedingun- 
gen [54].  [55].  [561.  [^2].  [85],  [8«1.  [s?]   erfüllt  werden, 
nimmt  man  endlich  die  nicht  negativen  Zahlen    h,    so  gross,  dass  hei  den 
in  iS3]  und  ;  S  tl  getroffenen  Festsetzungen  der  Ausdruck 

^■'•'^  l  +  /io 

füi  die  liber  einem  l)(liclii_;  i;rwälilten  ^^'^•rrlu•  liegenden  o  t'ine  i)ositive 
niclit  verschwindend  kleine  (irösse  wird. 

so  eonvergirt  der  Logaritlimus  des  Ausdrucks  [7  7]  für  f  :=  oo  rasclu>r  als 
eine  glcichmässig  und  unbedingt  convergirende  Reilie.  deren  (ilieder  ra- 
tional sich  verhaltende  Functionen  von  .r  sind. 

In  der  'riiat  man  braucht  in  [82]  und  in  !'.t3]  die  endlich  bleibende 
Zahl  a,  nur  gross  genug  zu  nehmen,  um  für  jedes  nicht  unter  ihr  liegende  a 
die  sclion  genannten  Bedingungen  [83],  [00],  l'05''  und  auch  die  Bedingung 

.,. ->-''^''^ 

zu  erfüllen  und  damit  die  unter  Nr.  [031  auftretende  Summe,  welche  über 
die  ganzen  Zahlen  So  von  s.,^  bis  -f- oo  zu  erstrecken  ist,  rascher  als  eine 
unbedingt  convergirende  geometrische  lleihe  convergiren  zu  lassen. 

Die  hier  geforderten  Eigenschaften  der  in  den  Convergenz - Factorcn 
auftretenden  Functionen  ergeben  sich  zum  Beispiel  für 

97!  .  .  .  'Fail  — i?i  —  log(l  — i)t  ^=  —r—  ^  v~  —  '-v^—  .  .  =u     also 

(l)J,i\  ^  o"  ^  t-fw-h  ,',  "■'H--,^-:7«'+  .  .  =r  1  — 1) 
und  aucli  für 
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wenn   o>l    ist.  denn   in   beiden  Füllen  bleibt   |^^^'^    f^'^V '' |    'niteihulb  ei- 
nes von    f.   nnd   a  unabliänüiü^  bestinunburen  \\'ertlies. 


ARTIKEL  IX. 

W'eierxiraxs'    Conrcrijenz-  Fiicturen. 

Nimmt  man  für   1',  uiul  O,  die  nnter  Nr.  ,(I7]  genannten  Functionen 
und  setzt  noch    a,  =  A^.   7«,  =  —  1.   so  wird 


,_-v.-'f'"'''""=^"'"'] 


^  V 
Diese  Ausdrficke : 

!,„oi  ....  f;^;.fc^  =  (,_;).e'"^-^ 

hat  Herr  Wkiekstkass  eingeführt  und  mit  deren  Hülfe  zuerst  l-'unctioiK 

welche 

[11)]!  .  .  nur  v()ri;escliriebene  Null-St(dlen    n^.  «,.  <^,.  .  .  n,.  .  . 

unter  l-a-füllunt:  dei-  l>edini,nuiu 

;i0  1  '^ ^n"  \<i\  ^  ^0 

besitzen  und  welciie  übertill  mit  Ausschluss  der  ljniii:ehuni:  des  Werttu 
üicli  rei^ulär  verhalten.   ;,'ebild<'t.   nemlich  in  der  Forn^ 


102. r^e'-"  .  iii!;(  ;;^  -O 


und  gezeigt ,  das.s  hierdurch  jede  Func-tion  mit  den  vorgenanntf  n  Kigen- 
sehaften  dargestellt  wird,  \veini  (r{x)  eine  für  jeden  endlichen  Wertb  von 
.r  regulär  .sieli  verhaltende  geeignet  gewählte  Function  bedeutet  und  wenn. 
\erschieden  \()n  der  in  der  vorliegenden  Abliandlunü;  gemachten  Annulmie. 
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so  viele  «3  einander  gleic  li  vorausgesetzt  sind,  wie  der  Grad  des  Nullwer- 
dens an  der  betreffenden  Stelle  Einlieiten  enthalten  soll. 

Herr  Weikrstrass  liat  diesen  Satz  in  seiner,  der  Akadiunie  der  Wis- 
sensehuften  zu  Berlin  am  10.  October  lS7(i  vorgelegten  Abhandlung  »Zur 
Theorie  der  eindeutigen  analytisetien  Functionen«  vcniffentlielit  und  schon 
im  Herbst  IS74  in  seinen  Universitäts- Vorlesungen  a orgetrageu. 

Der  Ausdruck 


Tay 


[103] >'.'  =  - 

dürfte     als    der    W eiekstuass  sehe    Convergeu/, -Factor    für    die    Function 
^1 —  ^\  in  einem  Producte  uneiidlicli  vieler  solcher  Functionen  (i —  "^  V 

/  1  —  "^  ")  .  .  [  1  —  '^   )  .  .  .    zu  bezeiclnu^n  sein. 

.\RT1KEI,  X. 

.V.  -/■  on  »   Intcjxiiaftüvs-  F.,nneL 

Die.  zu  der  Umgebung  des  Wertfies  0  für  das  Argument  z  und  zu 
der  Ordnung  n  gehörende  Anschluss- Function  einer  dort  regulär  sieh  ver- 
haltenden Funtition  \''z]  kann  man  als  den  Grenzfall  des  aus  n-\-\  Argu- 
mentwerthen  gebildeten  iN  EWTON'schen  luter])o]ations-Ausdrucks  betrachten, 
nemlich  wenn  alle  ?J  +  1  Argumcntwerthe  unendlich  klein  werden.  Als 
eine  entsprechtnide  Eigenschaft  dieser  luticrpolations- Ausdrücke  kann  man 
es  ansehen,  dass  dieselben  imter  Umständen  anstatt  der  Anschluss-Functio- 
nen  benutzt  werden  dürfen .  wenn  nicht  die  genauei>  Werthc  der  letzteren 
sondern  nur  Näherungswerthe  die  wesentlichen  Eigenscliaften  der  aufzu- 
stellenden Formen,  wie  z.  B.  der  Convergenz-Factoren  und  der  Conver- 
genz-Suhtrahenden .  bedingen.  E«  kömmt  dabei  also  auf  die  (xrösse  des 
Werth-Unterschiedes  der  beiden  Functionen  an.  Um  dieselbe  so  weit  zu 
bestimmen .  wie  es  für  den  vorliegenden  Zweck  erforderlich  ist .  will  ich 
von  einem  einfachen  Beweise  des  Fundamental -Theorems  für  die  Interpo- 
lations- Function  ausgehen. 

Newton  benutzt  die  Quotienten  der  Differenzen  von  Functions -Wer- 
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then  dividirt  durcli  die  DitiVronzcn  der  (■iitsprcchcndcn  Ariiuiiu-nt-Wcrthe. 
Um  die  Eigenschaften  solclier  Quotienten  ülxisiditlicli  darstellen  zu  kiin- 
nen,  will  ich  dieselben  durch  ein  Operations  - /ei,],, ni  ®  ausdrücken  und 
zwar,   wenn 

[104"   .   .   zu  den  Argument- Wertlu-n:     ^, .       z.,.       z.^ 

die  Functions -AVerthe:  i'(r,).   i'{z.,).   {{z-^)   . 

gehören  sollen . 

will  icli  für  jeden  Index    v  und   für  jede  niclit  unter  v  liegende  Zalil  p.. 

,105:  . .  3);f(^^):v  ^  f(-,) 

il06"  ..!^)f(^J|v.v+l...p..|a+^  =  ^^t'M^:±^::>iz:M^^ 

^v  — =^1+1 

setzen.     Die  Gleichung    10(3'  kann  man  auch  in  der  Form: 

(io7:i..®%t''''-^4-i----Ht:=3D_f(:-ti!v+i...jjt+p+'^,-^j,^,)S)^f(r^jv,..|jL+]] 

darstellen.  Wendet  man  hier  statt  der  beliebigen  Zahl  p,  die  Zahl  [a  +  y; 
an  und  mnltii)licirt  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 

''ff(2v-^V  +  x^ 

so  erhält  man : 

[losi  .  .  .  ®:f(^b)h---i^  +  ^].'lf(*v-~f.+J  = 

=  ©  :i\z^)  i  V + 1 . . .  PL + Y, + 1 1 .  n  'uv  -  ^t.+.) 

+  ®  [£{;:,)  I  V.  .  .  .  ,a  +  Y,  +  1  ]7Uiz.^  -  z^+,) 

Lässt  man  hier  r^  der  Keilie  nach  die  ^^■erthe  ] .  2.  :!.  -1.  .  .  A  —  1.  X 
annehmen  und  addirt  die  entsprecliendeu  Seiten  der  dadurch  entstehen- 
den Gleichungen  und  der  (xleichung    10  7],   so  tindet  man 

J09]  .  .  3)[f(s;;jv.  .  ..  (x;  =®Ll"'2^,h'  +  l F^  +  IJ 

+'i  ©  [f  U'b)  i  v+ 1 . . .  (x+r.+ 1 ;  n'  v~\  -  z^+-:i 

+  ®/,Zi,}|v.  ....   pt  +  X  +  i]n  ^v-^p.+x; 
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und  also  für  den  besonderen  Fall,   dass   [i  mit   v    identisch  wird,  nach  An- 
■vvendunü;  von  [10  5]  nnd  Einfülirung  der  Bezeichnung 


[IIOJ   .    .   9t[f(^.;)|r„|^;+l,^^-f-2,. 

.v  +  X+ll  = 

die  Gleichung: 

v+i,..v+r^+r  n  (~v 

[110*1  .   .  f,;-^)  =  9J[f«)l.-„iv  +  1 

.v  +  '2.  ..v  +  X  +  1] 

+®.A~b)h--- 

v-hx+i]n(k-^v+x) 

Geht    fi'^i    in  eine  Totcnz  von    r    mit  ganzzahligem  positivem  Expo- 
nenten k  über,   so  entsteht : 

[inj ®[4|v]-/ 

[112,  .  .  .  ■3)r4|v,v+ii==^^^  =  I.V;^;' 

worin  die  Summation  über  sämmtliche  ganzzalilige  nicht  negative  Werthe 
von    -(^  und  Yv+i'    welche  die  Bedingung 

[1121 ^,,  +  ^,^^,  =  A--1 

erfüllen,  zu  erstrecken  ist.  Die  folgeweise  Anwendung  der  Detinitions- 
Gleichung  [lOG]  und  der  Gleichung  [112]  ergibt,  nach  Benutzung  des 
Schlusses  der  vollständigen  Induction ,  die  Gleichung : 

[113]  .  .  .  2)[.^iv,  v  +  1. . .  fx-1,  t^]  =  yr,!\J;+' . .  >_-/> 

T 
für  0^|ji  — v<Ä 

worin  die  Summation  liber  alle  ganzzahlige  nicht  negative  Werthe  der 
Yv.  fv+ii  •  ■  T|i— 1-  T[i    ^'i  erstrecken  ist,   welche  die  Gleichung 

[113*]     .     .     .     .f,  +  Y.,^,+  ..+-f^_,+f^  =  A--(|x-v) 

erfüllen.     Für    fi  =  v  +  A"  —  1    wird  : 

[114]  .  .®[-J-|v.v+1,..v-f-A--2,v  +  A-l]=:^,  +  z,+  ,  +  --4-^,+Ä_. 


X.    N'EWTON'S  INTERPOLATIONS-FOHMKL.  35 

und  liieraiis  mit  Hülfe  dtr  Dcfinitions-Cilciclmug  lIOCiI  jiuch  : 

•115-  .   .   .  2)L-J|v.v  +  i.  ...v  +  A--l,v  +  A-]=  1 

[1171        .    .    2);.-;''v.v+1.  .  .  .  V  +  A-.  V  +  Ä-  +  -/;  .=  (.,    für   x>1 

Die  Detinitiüu  der  Ditfercn/.cn-tjuoricnitcn  zeii;!  unmirtelhar.  diiss  die 
Differenzen -Quotienten  einer  Suninie  von  Funetionen  i^h-icli  der  Summe 
der  Differenzen -Quotienten  der  Funetionen  sind.  Wendet  man  also  die 
Gleichung '1 10'  auf  eine  ijanze  rationale  algebraisehe  Function  f^  von 
niedrigerem  als  dem  (^ -f- 1  i'^''^"  (iradean.  berücksichtigt  117\  setzt  \^=g. 
\  ^=  0  und  ^0=--  ^"  erliält  man  für  jeden  "NVerth  von  z  unter  lieiuit/uug 
der  Bezeichnung : 

[iis'..9t:fr  c„  1.2.3... (7+i;=frO+v^D[f(2,: ;  1.2,  ..|x.[x+rn'':> -~x' 

die  Gleichung 

[1 1  8-]  .  .  {(z)  =  9Uf(s  |s„!  1 .  2.  3  .  .  .  <j-\-f 

wenn  f(«     ein  ganze  rationale  algebraische  F'unction  des  Argu- 
mentes   z    von  niclit  höherem   als  dem  ff^'^^  Grade  ist  und  das 
Operations -Zeichen  T   sich  durch   die  Gleichungen   [10  5]  und 
[IG 6]  bestimmt. 
Die  zweite  Seite  von  [1  1  Sl  ist  luit   der  von  Newton  in  .riiilosojjhiae 
naturalis  principia  mathematiea.    Lib.  III.      Propositio   XL.     Fenima  ¥■• 
(Lond.  1CS7;  zur  Auflösung  der  Aiifgabe  »invcnire  lineam  curvam  generis 
parabolici,  quae   per  data  quotcunque  puncta  transibit«  aufgestellten  For- 
mel gleichbedeiitend. 
Die  Gleichung  [1  IS'j  enthält  den  Lehrsatz: 

Ei/ie  ganze  rationah  algebraische  Function  ist  mit  ihrer  ^Kwaoii  sehen 
Interpolations -Formel  identisch .  wenn  die  Anzahl  der  hei  der  ictz-tcrn  in  An- 
wendung gebrachten  Functiomd-Werthe  mehr  beträgt  als  der  Grad  der  alge- 
braischen Function. 
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ARTIKEL  XI. 

Veralli/eineinerung  von  Newton'«  Iiiterpulutinn. 

Die  hier  durchgeführte  Ableitung  der  NEWTOs'schen  Interpolations- 
Kormel  zeigt  unmittelbar,  wie  die  letztere  zu  verallgemeinern  ist,  damit 
nicht  nur  zu  gegebenen  Argviment-Werthen  beliebig  gegebene  Werthe  der 
Function  sondern  auch  beliebig  gegebene  Werthe  der  Derivirten  der  letz- 
teren dargestellt  werden.      Sind  nemlich  die  Argument  -  Werthe 

und  die  Werthe  der  Function  sowie  ilirer  Derivirten  und  zwar 

[1191      ...      .      f(zO<      f'(2i)-      i"'(^.)^   ■    •   f^"'\z.) 
f(?2),      f(.,),      !>,),   .   .   f("^){.,) 

f(s3),    fK:,    r(z3;>  .  .  f^"»Vs3) 


f(2.),      f'(.o),      f-3,). 


willkürlich  vorgeNchrieben .   so  gibt  es   immer  eüie  und  nur  Eine  solclie 
ganze  rationale  algebraische  Function   f(5),   welche  eine  unter  der  Zahl 

'l  +  «,)  +  (i  + ''.)  +  ('  + «3)+  •  • 
liegende  Gradzahl  besitzt  und  welche  mit  iliren  Derivirten  die  zu  den  Ar- 
gument-Werthen    s, ,  «o »  «3  ^  •  •  •    zugehörenden  vorgeschriebenen  Werthe 
annimmt.      Diese  Function  kann  in  der  Form 

[I20j    .   .   t»  = 

=/,,o+(^-^.)y;,,+(^-^.)v;,,+-.+(3-5>)'v;„,+ 
+(^-^o^+"'U;,„+(^-:5.)/,,,+(s-=,):/;,,+--+(^-^.)'VvJ+ 

dargestellt  werden.      Die   constanten  Factoren   der  ersten  Zeile  bestimmen 
sich  unmittelbar  durch : 

[121]  .  .  .  y;„  -  f(.,),  y;_.^  =  1^;:/%^^    ■'  ==  i,  2. 3, . .  «, 
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wenn  die  Function    //     die   ihr  vun  Gauss   beii;(lct;t('   IJcdcutuiiü:  besitzt. 
Bezeiclnicn  wir  mit 
[■12    .  .  .    f:;.;«,)-     t";z.|  l-H«„X).     i'(r,|  14.«^.  ]  _^;,_,.  jj^) .  .  . 

die  Summe  der  Cxlieder  der  zweiten  Seite  der  (ileieliun<;  Pid  der  Reihe 
nach  genommen  und  zwar  vom  ersten  (iliede  _/'  ^^  an  hezichunüsweise  bis 
zum  Gliede 

einschliesslich .  so  wird  : 
123. .y-,  =  (3,-5.j-'-"'lf(2,)-f(s,|«,)| 

y;,,  =  (s3-%r'""'(^3-«.r'~"if(^3)-f(53i)+«i-«.)i 

für     1  <  |J.  ^  ?'3 


Ziu-  numerischen  Berechnung  der  constanten  Coefticienten  gibt  es 
vortheilhaftere  Ausdrücke  als  die  in  |1'23  aufgestellten;  icli  werde  jene 
bei  einer  anderen  Veranlassung  vorlegen. 

Hier  will  ich  nur  bemerken,  dnss  die  Coefticienten  mit  Hülfe  von 
Determinanten  unmittelbar  durch  die  vorgeschriebenen  "\\'erthe  ausge- 
drückt werden  können.      Es  ist  nemlich  in  dem  allgemeinen  Gliede 

des  Ausdrucks  ,120^  der  von  z  unabhängige  C'oefticient  f,,^  gleich  dem 
Quotient  zweier  Determinanten.  Bezeichnen  N^^  /.  und  Zj^  /.  allgemein 
die  Elemente  der  beziehungsweise  im  Nenner  und  im  Zäliler  stehenden 
Determinante ,  so  durchlaufen  h  und  k  die  ganzen  Zahlen  von  1  bis 

[125]    .    .    .    (l  +  «,)  +  (l+"2)+  .  •  +(!  +  «,-, )  +  (l4-W  =  1^' 

und  für  jedes  ^  =r  1.  2.  3  .  .  ja'    ist  das  Element 
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ferner  ist  für    k  =  [jl'     das  Element 
;i27!..Z^^^.  =  f'~'+''^Si)      für    h  =  1.  2,  3,  .  .  (1  +  «,) 

Z^^  ^.  =  f'-'+^^^So)      für    /i  :=  l  +  «,+Ä,:   A,  =  1.2.3.  ..(I  +  m.,; 

Z^^.  =  ff~'+*'-'Vv,i  für A  =  14-«,+ '+"2+ ••+(!  + «,-2) +V,; 

A,.,  ^  1,2,  3.  ..(1 +»,_,) 
Z,^^^.  =  f*"'+'''(ö„i   für  A  =^  i+„,+  1  +  ;,,+  .  .  +(i  +  „^„)  +  /,^; 
A„  ==   1,  2,  3,  ..(lH-[i) 
während  für  jedes  von    |i.'    veri^cliiedene    k  ^  1,  2.  3.  .  .  (fx*  —  1)    und   für 
jedes    //  =  1,  2,  3.  .  .  jx'    das  Elennent 

[127^] Z!,j,—  Nh,;,      wird. 

Hierbei  ist  die  nullte  Derivirte  einer  Function   als   mit  der  Function  iden- 
tisch und  die  //-Function  nach  Gauss,  als  durch  die  Gleicliunj;' 

«=+00  y„_:,.x 

[127-] "^""^^  }},   ^^"^^ 

deiinirt,   voraus'^esetzt. 


ARTIKEL  XII. 

U'erilien-  (!r.-nze   ein-   Interjmhtwns- Formel. 

Bedeutet  V{z)  eine  in  der  Umgebuni(  des  Argumentwerthes    0    regu- 
lär sich  verlialcende  Function  des  Argumentes  z,   ist  also  in  : 
H=+oo 

[128] ¥[z)=   ^z^F^ 
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jedes  F^  unabliäu^iu  von  z-  uiul  die  Suininr  für  ^ciiü-vnd  Ivlfiiie  absolute 
Beträge  von  z-  uleichniässii;-  und  unlx'dinL,^  convergcnt .  so  wird  nach  der 
Definition  der  Ansciiluss  -  Fuiution 

[1291 ^lF(-)I-|A-^  =  I  ö^^i^^ 

und  dal  1  er  : 

a=+00 

■130: b'izj  —  f;V{z)\z\k=^Y^^F,, 

Sind  >-,.  z.,.  ^3  .  .  z^_^,  Ari;ument\verthf.  widclie  sicli  im  l'onvergenz- 
bereiehe  di'r  Summe  12S  befinden,  und  bilden  ^\ir  für  jene  Werthe  die 
NEWTON'sclie  Interpolations- Function  von  beiden  Seitin  der  Gleielumi; 
[130\  berücksichtigen  dabei,  dass  die  Interpolations- Function  von  der  Dif- 
ferenz zweier  Functionen  gleich  der  Dißerenz  der  Interpolations-F'unctioneu 
von  den  einzelnen  Functionen  ist.  ferner,  dass  die  Interpolations-Function 
von  einem  ganzen  rationalen  Ausdrucke,  mit  geringerer  Gradzahl  k  als  die 
Anzahl  k-\-i  der  Interpolations-Wcrthe.  gleich  ist  dem  ganzen  rationalen 
Ausdrucke,  endlich,  dass  die  Interpolations -J'unction  von  einer  Function 
multiplicirt  in  einen  constanten  F"actor  gleich  dem  Producte  des  constanten 
Factors  multiplicirt  in  die  Interpolations  -  Function  von  jener  Function  ist. 
so  erhalten  wir 

[l3r..9J[F^  |.-„|  1.2,3... Ä-  +  l]  —  ^:Ficb jÄ-'  =  ^FJIl[z^%\\,2.:i,..k+l] 

-"'s  F^iz,  +X3^:<|l,2,..(l  +  xj.:s-2,/:3-z,i..(z-a,;{ 

Aus  Gleichung  [l  13"  folgt : 
[1321.  .  S)'3^|l.2.3..;t  +  -/.;[  =  IsI'z?S:I'..~J'-2^+'    für   0^Z<|1 

worin  die  Summation  über  alle  ^^'ertllensysleme  der  ganzzaliligen  nicht 
negativen,  die  Glcicliung 

[132*]      .      .      .      Y1+T2  +  T3+  •  ■  +T.  +  TX4-,  -  t^-x 

erfüllenden.  Werthe  der   f,,  .  .  7^^,    zu   erstrecken  ist.       Die   Anzahl  der 
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Summatiüns-Glicder  auf'der  /.weiten  Seite  (kr  (xleieliuiig  [132";  beträgt,  wie 
unmittelbar  zu  scIru.   [i.  für  den  Fall .   dass  •/.  i^leicli    I    wird. 

Durch  dasselbe  Sclilussverfahreu .  wie  man  von  Gfleicliuujj  l112]zu 
Gleichung  L*  1 '^  i;elani;t.  tindet  man  leicht,  dass  die  Anzahl  der  Summa- 
tions-Glieder  der  zweiten  Seite  von  I  i:i2    im  allj^emeinen  Falle  gleich 

l-'"*'*-! ni-A)n(,^-v.) 

ist.      Lassen  wir  nun    C    eine  (jrösse   bedeuten,   welche   von  dem  absoluten 
Betrage  keines  der  z, ,  j.,_, ,  .  .  3^,_^ ,   übertrott'en  wird : 

[134]      ....      C>|z-x|      für     X  =  1,  2,  3,  .  .  Ä-  +  1 

so  erhalten   wir   für  den  absoluten  Betrag  der  ersten  Seite  der  Gleichung 

[132]  die  Werthen-(nenze 

[135]      .      .      .      |®kil^2,3,..(x  +  l)]|<^(g-^0'^-'- 
Bedeutet  daher  j  eine  Grösse,   welche  die  Bedingung 
[136]     .     .     .     ?^|s— 5a|      für     1=1,  2,  3,  .  .  . ,  k,  Ä'  +  l 
erfüllt,   also  zum  Beisjiiel   j  =  |s|4-C,   so  wird: 

[137]  .  .  |2)h|l,2,3...;x+l)]^.-.0(3-3.)..(.-.j|<,,,,,^^ 

Die  zweite  Seite  dieser  Beziehung  ergibt  für    x  =  0    den  Werth    C'^,    wel- 
cher nach  J  34]  nicht  kleiner  als    |2.||i^    ist,   demnach  folgt : 

[138]     .     .     |9f[^^l3„il,2.3...^-t-,]|<I^  Ji^C^-^f 

oder,  weil 

[139]   .    .   .   n^  —  yC;>n:^  —  kn[k  —  y)     für     [JL  — A->0.  A-  — x>() 

ist ,   auch  : 

1 91  fs»^ '  z  1 1    2  3     A-  -4-  1 1 1  <         "^''^ ^!^-^  "y ^ '^'^ ^^-■'- 1 

oder 

[140]    .    .    .   |9f[:^'^|-^nll.2,3...A-  +  l]|^,Jg-3,^0^-^-(C  +  3)^ 


/(,x- 

für     (i -^  A-+l,A-4-2,.  . +00 
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wiihrcnd  aus  dein  Satzf    MS"    unmittelbar 

14r    .    .    .   |9J  si^lzjl.  2.  3..  .  A-  +  1    |  =  |:.|'^      für     }x  ^  0.  1 .  2.  3.  .  .,  Ar 
folgt. 

Bezeichnen  wir  mit  -j  und  F  ul)solute  von  pi  uTiabliüm^'ige  Werthe. 
welclie  die  Bediiii^niujj; 

[142- V^'-^'^I^^VI     für  jedes  |Jt>>t  +  l 

erfüllen  und  wenden  wir  die  Relation    1  10^  auf  [ i:m    an.   so  erhalten  wir 

1  43  .  .|[:)J:F  ö  :c„|I.  2.  3...A-+r-^^  F  .-  L^A- j|  =  |  V  FJtz''\::,,il.-2.  3...A-+I  I 

<~s^%   TP        '"■■^) nx-k  ',,^k 

<  F  k-i-i)  '  -''^■+'  '•-4_''^''~y     g(v  +  <-+t) 

<  F .  (A-  ^  1 ) .  :y^-^'  {: + 3  ''■  1  —  ■{\r'"~'' 
<F.'k+i).:-;'-^'  2:+|r|/:;i-v::-'-= 

wenn  nemlieh    yC  <C  ^    i^^. 

Die  Relation  [143'^  bestimmt  die  AVerthen- Grenze  für  den  Unter- 
schied zwischen  der  NEWxoN'scheu  Interpolations- Function  und  der  An- 
schluss- Function,  wenn  beide  von  derselben  in  der  T'mi^ebuni;  des  Argu- 
ment-Werllies  0  rt^gulür  sich  verlialcenden  Function  F(-)  und  von  gleich 
hohem  Grade  A-  gebildet  sind  und  wenn  die  nach  Potenzen  von  z  mit  nicht 
negativen  Exponenten  fortschreitende  ßeihen-Entwickelung  von  F]z.  auch 
noch  für  den  grüssten  in  Anwendung  gebrachten  Interpolations-Wertli  des 
Argumentes  bedingungslos  wie  eiiu'  ncometrische  Reihe  convergirt. 

Die  in  [143]  vorkommenden  Bi'zeichnungen  sind  umer  [118],  [lOö'', 
,106],  [12 S].  ,129],  ^]13  4],  |142]  detinirt.  Die  hier  angewendete  Bestim- 
mungsweise der  Differenzen- Quotienten  in  [13  2"  zeigt,  dass  die  vorste- 
hende Ableitung  der  Relation  [14  3]  auch  für  den  Fall  gilt,  wenn  mehrere 
Interpolations- Werthe  des  Argumentes  einander  gleich  sind,  also  wenn 
die  NEWTONsche  Interpolations  -  Formel  in  ihre  Verallgemeinerung  Arti- 
kel XI.  übergegangen  ist. 

6 
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ARTIKEL  XIll. 

hilirpnlirte    Convi-i  i/,  n:  -  Faciürrii. 

DoT  in  (lern  letzlfu  Artikel  <ii-fuii(lciR-  l.elirsatz  l)ietct  das  Ilülfsniit- 
\v\.  um  zu  ln'wciseu.  dass  es  Functionen  *l>a  und  Intevpolations- Werthe 
der  Argumente  qa.>r)  gibt.  Avelche  die  C'()nver:;('nz  des  Produetes  in  [4  2] 
für  /  =  oo  auch  dann  gelten  lassen,  wenn  in  [\\)  die  Anschluss-Funcrio- 
nen  durch  XEWTONsche  Interpolations-Functionen  ersetzt  werden. 

Es  handelt  sicli  also  darum,  die  bis  zu  unbegrenzt  wachsenden  /ah- 
lenwerthen  di's  Sunnnations-Zeigers  a  aiiszudeliuendi'  Summe  der  (Tlicder 
von  der  Form : 

[144]  .  .  log;p  a..i'r"'^(I),9i[«l',(p(a..ri"'»)|q„  io.x  i  I.  2.  :! (l+/'a'li 

unbedingt  und  gleichmässig  convergent   zu   maclien  durcli  geeignete  \\'ahl 

der  Interpolations  -  "\^'erthe 

J4r.l      .      .      .      .     q,!;a..r).   q,(a..r).   ....   qj,^;,^,  (a,  o.', 

und  der  Functionen  $,.  welche  ausserdem  noch  die  Hedingungeu  [54], 
[55],  [50]  zu  erfüllen  haben. 

liier  will  iih  mich  darauf  beschränken,  den  Nachweis  dieser  Mög- 
lichkeit bei  den  in  I\r.  ['.17]  gewählten  Functioiu-n   <!>(;  durchzufiihren. 

Der  Ausdruck  [144]  erliält  für  a>  1    dann  die  Form: 

[146]   .   .   log(p(a,.rr"")+9c  log (p (a.. rp) j  q„  ia..i;)|  1 ,  2. :!....  1 1 +Ä,^i 

Kntwickelt  mau  den  unter  der  lnter])olations- Function  9^  vorkommenden 
lou'.  nach  Potenzen  ^on  q(a.  .i?),  ersetzt  ferner  die  Interpolations- Function 
einer  Summe  von  Functionen  durch  die  Summe  der  Inter])olatioiis-Functio- 
nen  von  den  einzelnen  Functionen  und  wendet  den  Fundamental -Satz  für 
die  NewtonscIic  Inter])cd;itions- Formel  i  1  1  s']  an,  so  findet  man.  dass  der 
Ausdruck  [14  01  gleicli 
[1 4  ti  •  1  .  .  =  log  (p  (a.  .r)-'"')  -f  '^  log  (p  ^a.  x)'"")  \  q  a.  x)  \  h  , 

+  00 

+     1      ""''  ■  q ! a.  a,r"  ■  9?  W  i^-  '^Y'  |  qa(a,  o?)  [  1 .  2 .  :^. .  .  .  .  ( 1  +  /> , 
';=l+Aa      ' 

und.  wenn  man  noih  den  ersten  log.  entwickelt,  auch  gleich 
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+  CO 

147  ..  =     Y      '—(]{o.(i,)~''i]h.a;y' 

+  CO 

1  =  1+/', 
ist.      Von  diesem  Ausdrucke   ergibt   sieh  uaeli  Anweudun-;-  des  Lehrsatzes 
1  13    der  absolute  Betrag-  kh'iner  od  r  -leieh: 

+  00 

148  .  .^  S     |.|/«,|.|q(a..7,|-\|q(a..r)p 

+  |w,|.q(a-\|qa.«,  j-'"^''.  J  2q(o-  +|q  o..t' | !'''.)] -|qxö,|-'.q(o*)  {-^-''^ 
also  auch  kleiner  oder  gleich  ; 

+  H.qa-).|q:3.«,r'-'=.J2qla-)  +  |q(a..r:|(^'.j]-|q(a..,,|-'.q:a-)}---^= 
wenn  nemlicli  die  q(a-j  solche  Wertlie  bedeuten,  welche  die  Bedingungen 
,149     .    .    .   q(a-)>jq„(a..jy|    für  jedes    n=  1.  2,  3.  .  .  .  (l+/g 
erfüllen .   und  wenn 

ilöül |q(a.rt,)|>|q(a..i'|.   |q(a.  «,)!  >  q(a-)     ist. 

Die  über  die  ganzen  Zahlen  a  zu  erstreckende  Summe  des  Aus- 
drucks 14S']  können  wir  zum  Zwecke  der  T'ntersuchung  ihrer  C'onver- 
genz  für  endliche  Werthe  der  q(a..i').  indem  wir  nur  eine  endliche  Anzald 
von  Summen-Gliedern  erforderliehen  Falles  ausscheiden,  auf  diejenigen  a 
beschränken,  w^elche  |q(a.  «s)!^^  werden  lassen.  Indem  ich  die  Voraus- 
setzungen und  Bezeichnungen  von  Nr.  [S3l,  [84],  ,89]  beibehalte,  nehme 
ich  specieller  als  in  Nr.  ,85]  .  ,86  .  [87]  an,  dass  für  jede  über  einem  gross 
genug  gewählten  endlichen  Sj^ — 1  liegende  ganze  positive  Zahl  Sa  und  für 
jedes  dazu  nach  Nr.  [83]  zugehörige  a  die  reellen  Grössen  ni,  und  die  von 
a  ganz  unabhängige  reelle  Grösse  m  die  Bedingung 

:i5i] /="•'+ '">|/«,| 

erfüllen  sollen. 
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Für  dicsoUien   Zalilcn  s-a  und  o    will  ich ,   indem  ich   den  Inter]iola- 

tions-Wt'itlicn  q^^ia.  x)  die  Grenzen  nocli  enijer  als  in  [1  lO""  und  1 1  50l  /ielie. 
die  reellen  (irüssen  Vg  und  die  von  a  nanz  unal)]uini,ä<ie  reelle  Grösse  v 
der  Art  ^ewiUilt  denken,   dass 

[152]  .  .  |cl„(a..r)|<q(a.)<''^'"-'^'-^^|q(o,«,)|.e-^'^'"^''<|q;a. «,)!.<'-= 

für  jedes    n  =  1.  2.  3.  .  .  .  (1+Ä,)    wird. 

Zur  Abkürzunij,  setze  ieli  noch: 
[153]    •    •   Ho   t^leieh  der  kleineren  der  beiden  (irössen 

(]  — (~ '']{{-{- fic '  —  ([(,  — mc    und     (^h-\-^^'^)'\-\-h,  —(i,  —  m, 

und   nehme  an.   dass  diese  Grössen,   für  einen  invoraus  beliebii^ 
fcsti;esetzten  Werth  von    /;.    in  Folge   irenügend  gross  gewählter 
niclit  negativer  Zahlen  h,  und  o  immer  positiv  und  für  a  =:  oo 
niclit  nneudlieh  klein  werden. 
Beaelitet  man.   dass 

^1541   .    .    l_^-'-*^1_^-'>,-'      für     />>0,      «>=  2.71828  ..  ist. 

so  erhält  man  aus  der  zwischen  dem  Ausdrucke  [14  6]  und  dem  Ausdrucke 

[14  8*]  schon  gefundenen  Beziehung  unter  Anwendung  von  Nr.  [83],  [84], 

[89],  [löl].  [ir.2].  1153]  auch: 

[155]  ..x|!l«y(>';a-'^)r""  +  ^Hlog(p(a..rr»)Iq„(a.,r)|l.2.  3.    .  .  (i +A<,)j||< 

's 

_^v/»'"»+"'.,-^<'"'~\!2e-'»''=-^  +  <'=-^'!''.f''^ ''./'"'+" 

'o 
<-/  +  '"  +  ' V  ^     'o  "o 

'o 

Hier  ist  die  auf  o  sich  bezieliende  Summation  über  die  Zahlen 
0  =  0,.    1+0,,   2  +  0,,  3  +  0,.  .  .  .  +oo> 

auszud.hnon.  worin  die  endliche  Zahl  o,  gross  genug  gewählt  sein  soll, 
damit  die  vori/enannten  Bedingungen  und  auch  noch  diese: 
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[1Ö6T e,>  :_4_3)^+'' 

für  jene  Wcrtlic  des  o  erfüllt  werden. 

Die  in  Nr.  [ir>5l  auf  s,  sieli  beziehenden  Summationen  sind  über  die 
Zahlen 

£a    =    ^a,-      1  +  S<T,  .     2  +  £„,  .     3  +  £<r,  •    •    .    .    +  OO 

/u  erstreeken  und  (U'm.  im  selben  Summations-CTliede  bei  //„■  a„.  ni„.  v„.  n„ 
vorkommenden,  a  ist  derjeni^^e  naeh  \orsehrift  [S3 !  znm  jedesnialii^cn  e<, 
zui^ehörige  Zahlenwerth  zu  -j:eben.  welcher  die  Zahl  ha  am  kleinsten  wer- 
den lässt. 

Die  letzte  in  Nr.  M  .');")'  vorkommende  Summe  eonvergirt  in  Foli,'e  (1(  r 
Annahme  unter  >sr.  [löS]  stärker  aK  eine  i;leiehmüssi<;-  und  unbedingt  con- 
vergirende  geometrisehe  Reihe. 

Wir  haben  also  bewii'sen.  <lass.  unter  Beibehaltung  der  letzten  in  [76] 
ausgesproehenen  \'oraussetzung,   wir  das  unendlich  vielgliedrige  Product 

[158]..  ^x]  =  n  p(o,a;j-'>V(a,.r) . <^„\ 9J[>l^.(p(a,^)'"<') | q„(a,^l 1 1 , 2, 3, .  .{\-j-h,)] \ 

für  endliche  Werthe  aller  q(a.j').  nach  etwaiger  Ausscheidung  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern .  gleichmäs.sig  und  unbedingt  couvergiren  las- 
sen können .  wenn  wir  die  vollständig  regulär  sich  verhaltenden  Functio- 
nen V  und  0  mit  den  zu  letzteren  inversen  Functionen  1'  auf  geeignete 
Weise.  Avie  zum  Beispiel  in  Nr.  [94].  [9  7  .  wählen  und  wenn  wir  die 
Interpolations-Werthe  q,i(a..r)  innerhalb  gewisser  Grenzen  wie  bei  Nr.  [1  52 
und  auch  in  genügender  Anzahl   l-\-/ia  wie  nach  [153]  nehmen. 


.MMIKEL  XIV 

Kuh'y'fi   itilrrpiuirti    l'rtirhtrtf. 

Patler  beginnt  in  seinem  Werke  »Institutiones  calculi  differentialis 
etc.  Petropol.  1755.  Caput  XV'l.  De  ditferentiatioue  functionum  inexpli- 
cabilium«.  den  l:?  36  7  mit  den  Worten  »Functiones  inexplicabiles  hie  voco. 
quae  neque  expressionibus  determinatis,   neque  per  aequationum  radices 
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explicari  possunt :  ita  ut  nou  solum  non  sint  alücbraicae ,  sed  etiam  plc- 
rumque  incertum  sit.  ad  quod  gmus  tran^^ccudcntium  pertineaiit.  Huius- 
modi  fuuctio  inexplic  abilis  est 

>+i  +  i+   •    •    •   +T 
quae  utiquc  ab    x   ptndet,  at  nisi    .r    sit  uuiiu'nis   iiitei^xi   nullo  modo  ex- 
plicari potest.      Simili  modo  baec  expressio 

1  .  2  .  :5  .   .   .   .  X 

erit  functiü  iiKX])licabilis  ipsiu^  x.  quoiiiam  si  x  sit  nuniorus  quiciinqiu-, 
eins  valov  non  solum  iiou  algchraicc .  sed  lu'  (jiiideui  per  ullum  certum 
quantitatum  transeeiideutium  geiius  exprimi  potest.  Generatim  ergo  taliuni 
fnnctionum  inex]ilieabilium  notio  ex  seriebus  derivari  potest." 

Die  von  Etiler  gegebene  Lösung  der  bicrin  augedeuteten  Aufgabe  ist 
mit  dem  Gegenstande  des  folgenden  Capitels  übereinstimmend.  Dieses 
Caput  XVII.  De  iuterpolatione  serierum.  §  ;589,  bat  die  Einleitung:  »Series 
interpolari  dicitur,  dum  eins  termini  assignantur,  qui  respondent  indici- 
bus  fractis  vel  etiam  surdis.  Si  igitur  seriei  terminus  generalis  fuerit 
cognitus ,  interpolatio  nullam  babet  diflicultatem ;  cum  quicunque  nume- 
rus loco  indicis  x  substituatur,  ista  expressio  praclieat  terminum  respon- 
dentem.« 

Um  die  Tebersicbt  der  Formeln  zu  i'rb'iclitern,  will  icb  Functions- 
Zeichen  anwenden.  l'>s  sei  Y'x)  das  allgemeine  Glied  der  iSumme,  und 
werde  als  ein  für  jeden  Wertli  von  x  bekannter  Ausdruck  vorausgesetzt. 
Indem  icb  das  Operations-Zeiclien  A  im  selben  Sinne  wie  Eüler  gebrauche, 
bilde  icb  die  Differenzen 

158] ^V{x)  =  F(.r  +  ])-K(.r) 

A^  F  {x)  =  A  F  [x  + 1 )  —  A  F  [x] 

^^  F  (.r)  =  A=  F  (.r  + 1  i  —  A-  F  [x) 
u.  s.  f. 

Ferner  sei  für  ein  ganzzabliges  x : 

[159]  .   .    eO*')  =  F(l)  +  F(2)  +  FC-0+  •  •  +F(a;-l)  +  I'X''') 
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Die  von  F.vlkk  in  i<  :i>.i(i  i^c-ilicnr  l>estiimmum  der  als  ni,icx])licablc 
Function-  oder  als  intcipolirtc  Rrilu'..  hrtraclitcten  (irüssc  (V'Gt'-w)  l'ür  ein 
lianzzahli-jes  j;  nnd  ein  bt  li 'bii^es  tu  könniii  wir.  wenn  wir  nur  in  der 
Brzcichnuni:sweisc  von  Eulkr  abweichen  aber  in  der  Anordnuui;  der  (Glie- 
der ihm  tbli;.'n.   durch  die  Fornud  darstellen: 

M  tiO'       .       .       .       JVul'.  to)  = 

=  5Gr)+Fa'+l)       +F(j?+-2)       +FU'+:;j       +etc. 

—  Ff.t'+w+l)  — F(.c+uj+2)— Fu+Cü  +  H)— etc. 

4-  10  ;  F  UV  + 1 )+  A 1-"  .r+ 1 )    +  A  F(a'+-2  j    +  A  F(.r+:5 )    +  etc. ; 

+  ™^^''|AF(.r+l)+A^F(^+lj   +A^F(.r+2;    +A^F(..+:i)    +etc.; 

+  T77^?^äA^H'^+l)+A^FGr+l)    4-A^F(.i'+2)    +A^FGr4-3)    +et<'.| 

etc. 

EüLER  fügt  die  AVorte  hinzu:  "Sufticit.  uti  iam  notaviraus,  tot  huius- 
modi  .series  adiecisse.  douec  ad  terniinorum  infinitesimoruni  differentias 
evanescentes  perveniatur."  Nachdem  er  dann  .r  gleich  0  und  (5(")  gleich  0 
gesetzt  hat.  ordnet  er  den  Ausdruck  so.  dass  er  die  hier  vertikal  unter  ein- 
ander stehenden  Theile  zu  einem  ( jliede  einer,  über  alle  ganzen  Zahlen  von 
.i  +1  an  zu  erstreckenden.  Summe  zusammenfasst.  Er  gibt  auch  mehrere 
Heispii'le  zu  jener  Formel,  stellt  aber  keine  Betrachtungen  über  deren 
('•invergenz  an. 

Eine  Interpolation  der  l'roducte  tindet  Eulek.  imU'm  er  in  obiger 
Formel  [I6(i  die  Functionen  1'  und  (\-  als  LogarithmiMi  von  anderen 
Functionen  autlasst.  Ich  will  für  ein  ganzzahligt^s  nicht  negati\es  e  und 
für  ein  ganzzahliges  positives    ,i'   di     Be/(  icliiningen 

_lin; GiE  .r)   0   0  c    ==  I 

^162; e  E(x)|a:io|e:  =  E(i)  .E(2).  E(:})  .  .  E(,r) 

anwenden,  ferner  für  ein  i;anzzahliges  positives   e  und  für  beliebige  x  und 
u)   die  Gleich unuen  : 
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1163] e[E(a:)|^|«>i(o  =  @[E(x)l^|oio]"rfjj^;\-^ 

[164]  .  .  (g[E(.r)j.r|io|e!  ^ 


=  s[EW|.io|<i.E(.+,r.{SgB|  :.-^  .{g±A;g+;« 


"(">  — I)  a)(oj       l)loj  — 2) 

]\  1.2.3 


_.   |E(«+x+".)      l     K(«+x)    /        \E(«  +  .^  +  i).K(n+x+l)l  •  •  ■   ^ 

X  •    e    •  ■     ■     • 

zwischen  den  (5  -  Functionen  voraussetzen. 

EüLER  stellt  in  i:^  398  die  Formel  [103:  für  den  Fall  .t  :=  0  auf, 
nachdem  er  bemerkt  hat;  "Quodsi  ergo  ponamus  huius  seriei«  [logE[lj, 
logE(2)  .  .  .  logE(w)...]  »terminos  intinitesimos  evauescere  .  .  .  erit  .  . « 
Im  §  399  sagt  er  i'Quodsi  autem  terminurum  iiitinitesimorum  serieio 
rE(l),  E(2) .  .  E(«)  .  .]  »logaritlimi  nun  evanestant,  sed  habeant  differentias 
evanescentes,  erit .  ."  er  gibt  dann  die  Formel,  in  welehj  J  64  |  für  x  =  0, 
e  =^  1  übergellt.  Nach  derselben  lälirt  er  fort  "At  si  illoruni  lugarithniu- 
rum  intinitesiniorum  diü'erentiae  demum  secuudae  evanescant.  erit"  und 
er  lässt  die  Formel  folgen,  welche  aus  16  li  für  den  Fall  x  ^  Q,  e  =  2 
sich  ergibt. 

Als  Beispiel  für  den  hier  mit  (S";E(.r_)|  0  ]  io|o]  bezeichneten  Ausdruck 
;  163]  nimmt  Euler  die  Function 


16 


)1 E(^)  =  "^i-^' 


Dass  dadurch  ein  gleichmässig  und  unbedingt  convergirendes  l'roduct  für 
nicht  unendlich  grosse  lo  uiul  -  entsteht,  kann  man  aus  dem  bei  [9  5] 
ausgesprochenen  Lehrsatze  schliessen,   wenn  mau  die  Gleichung: 
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X  {'+/,}"'('- ;-)'x 
=<!'+(i+'"):K'+i)"'"~" 

beachtet.  l.ässt  man  uemlich  die  Grössen  a,.  q,  3.  ^r).  q.,  0.  .r)  und  n^  des 
Artikel  Xlll.  bezieluniijsweise  in  l.  (I.  I  und  a  über-^^ehen .  so  kann  man 
a-.  nia.  V-.  h^  beziehungsweise  i^hicli  I.  0.  f.  1  annehmen  und  findet  da- 
(Uueli  die  l'raiilielie  ('üuvergenz  für  die  unendlich  vieluliedriüen  Producte 
ieder  der    ^ier  in  besonderer  Zeile  stehenden  Factoren. 

Den  liier  mit    (g  E(a?){cr  j  wi  f    bezeichneten  Ausdruck     1«4     wendet 
F.ULER  auf  die  Function 


Ef.r'  =  n  —  h-\-hx 


au.  Dass  das  unendliche  Product  für  einen  iieirebenen  Werth  von  10  eine 
bestimmte  (irenze  besitzt,  hat  Gauss  zuerst  bewiesen  in  Art.  2  0  seiner  Ab- 
handlung Disquisitioues  generaks  circa  scriem  inrinitam  \-\-~-x-\-  . 
Gottingae  1S12  -Tan.  3(i  ■  ('Gauss  Werke  Bd.  III.  S.  145).  Deslialb  sagt 
er  in  der  Selbst-Anzeige  dieser  Abhandlung,  1^12  Februar  lü.  bei  der  An- 
führung einer  in  jener  vorkommenden  Formel :  -wo  die  Charakteristik  // 
eine  eigene  Art  transccndenter  Functionen  andeutet,  deren  Erzeugung 
der  Verfasser  auf  ein  unendliches  I'roduet  gründet.  Diese  in  der  ganzen 
Analyse  höchst  wichtige  Function  ist  im  (irunde  nichts  anders  als  Fuler's 
inexplicable  Function 

//.'  =  1  .  2  .  3  .  4  .  .  .  .  ^ 

allein  diese  Erzeugungsart  oder  Delinition  ist,  nach  des  Verfassers  Urtheil. 
durchaus  unstatthaft ,  da  sie  nur  für  ganze  positive  AVerthe  von  z  einen 
klaren  Sinn  hat.      Die   vom  \'erfasser  gewählte  Begründunysart   ist  allije- 
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nu'iu  aiiwoiulbar.  und  i^ibt  selbst  bei  imui^inären  ^^'('l•tllcn  \oii  ~  einen 
eben  so  klaren  Sinn,  wie  bei  reellen,  und  nran  läuft  dabei  dureliaus  keine 
Gefahr,  auf  solche  Paradoxen  und  Widersprüche  7ai  geratlien  wie  ehedem 
Hr.  Kramp  bei  seinen  numerischen  Facultäten,  die  sich,  wie  man  Iciclit 
zeiiren  kann,  auf  obis;e  Function  zurückführen  lassen.  al)er  zur  Auf- 
nahme in  die  Analyse  weniger  geeignet  scheinen,  als  diese,  da  jene  von 
drei  Grössen  abhängig  sind,  diese  nur  von  Einer  abliängt.  und  doch  als 
ebi'u  so  allgemein  betrachtet  Averden  niuss.  Der  Verfasser  wünscht  dieser 
transcendenten  Function  ilz  in  der  Analyse  das  Bürgerreclit  gegeben  zu 
sehen,  wozu  vielleicht  die  Walil  eines  eigenen  Namens  füi-  dieselbe  am 
beförderlichsten  sein  würde :  das  Reclit  dazu  mag  demjenigen  vorbehalten 
bleiben,  der  die  wichtigsten  Entdeckungen  in  der  l'lK'orie  dieser  der  An- 
strengungen der  Geometer  sehr  würdigen  Function  machen  wird."  (Gauss 
Werke  Bd.  III.  S.  200). 

Ein  Beweis  der  Convergenz  des  Ausdrucks  S'[ElcC)  |  w  |  1 1  für 
Yi\x\  =(i  —  b-\-b.v  ergibt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  Lehrsätze  des 
obigen  Artikel  XIII,  weil  nemlich  in  ll-J^ll  die  Zahl  h,  =  I  wird  und 
na(-h  [83],  |84],  [I5l],  [152]  die  Zahlen  a^ ,  in,,  v,  beziehungsweise  gleich 
1.  0.  f  angenommen  werden  können. 

Das  allgemeine  Glied  in  dem  unendlich  vielgliedvigen  Producte  des 
Ausdrucks  [11)4]  für  (5[E(cr)  jj:' jw  j  2  ' ,  also  des  schon  von  Eüler  unter  An- 
wendung einer  anderen  Bezeichnungsweise  aufgestellten  Ausdiucks.  geht. 
wenn  ich 

[1Ö7] VJn)  =^vi\-\-n 

setze,   in 

r,,;sl  ■'■^+"-_    ('^  +  "±11"   J.^'_^±^..^-l^^±  H ''"*""  " 

L^^^J      •      •      ■    VÄ+V+.U    \    vA  +  ,*    /      1vA  +  „  +  ,    vA+«+./ 

über.  Bildi't  man  nun  hiervon  nicht  nur,  wie  Eulek  es  bei  seinen  Bro- 
ducten  gethan .  das  Product  für  alle  reellen  positiven  Zahlen  des  ».  son- 
dern aucli  nocli  für  alle  reellen  ganzen  nicht  negativen  Zahlen  als  Werthe 
des  V ,  so  folgt  aus  dem  1  ^ehrsatze  des  Artikel  XIIl ,  dass  dies  doppelt  un- 
endliche Product  für  jedes  gegebene  lo  gleiclimässig  und  unbedingt  con- 
vergirt.   wenn  die  complexe  Grösse  A     einen  nicht  verschwindenden  ima- 
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Ulnaren  'riicil  enthält.  !■>  ki'hnu'n  ncinlicli  die  durt  mit  a, .  a,.  qi'a.x), 
(\.,Q..i\.  qa  a..t'.  h,.  a,.  ui,.  v,.  v  liezeiclmeien  (irössen  der  Reihe  nach  i,^k-ich 
,,.  vA -)-//.  (I.   1.  2.  -2.  -1.  I).  j;.  ■>   ans;enoninn'n  werden. 

/wischen  ih^n  (hjjipelt  ninnidliclien  rnKhu'ten.  wehdu'  auf  die  an<,a-- 
uebene  ^^'eise  ans  dem  alli.^emeinen  (iliech'  ics  i^chihh't  sind,  und  dvn 
ganzen  elliptisclien  Functionen  hesfelien  älmliclie  Beziehungen,  wie  /wi- 
schen (h'U  //-  Functionen  und  den  triiionometi'isclien  Functionen. 

Die  1  unctionen  S  K  j-;, ;  .r  w  c  .  wehiie  in  (h'r  (ihnclinni;-  1  (i  I  mit 
Hülfe  der  nneudlich  vieli;liedriLC<-'n  Producte  bestimmt  werden .  wenn  letz- 
tere für  jeden  geg'cbcnen  Wertli  von  w  i;leic]imässi<;-  und  unbedini^t  con- 
M'rgiren.  besitzen  beraerkenswerthe  Kii^enschaften .  von  welchen  ich  liei 
dieser  Gelegenheit  nur  einige  andeuten  will. 

Lehrsatz  I  :  Convergirt  das  nnendlicli  vielglie.lrige  l'roiluct  in  Hi4 
gleichmässig  und  unbedingt  für  jeden  gegelienen  Wertli  von  u>  und  für 
einen  bestimmten  Zahlwerth  e.  so  convergirt  das  Froduct  anc!i  uleich- 
mässig  und  unbedingt  für  grössere  Zahlenwerthe  des  e   und  es  wird  : 

,1(59;     ....     e  E  0/ ja;j(0|el  =:  e;Eur   xitoje  +  lj 

Lehrsatz  2  :  Convergirt  das  nnendlicli  vielgliedrige  Product  fiir  jeden 
gegebenen  Wcrth  von  lu  gleichmässig  und  unbedingt,  so  erhält  der  Aus- 
druck auf  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  [l<>ll  bei  der  /unahme  von  .»■ 
um  4-1    denselben  Werth  wie  bei  der  Zunahme  von  w  um  -j-l    und  es  ist: 

;i7ü   .  .S-;E(.r  !.r-|-l|a)ie~  =  @  E';r);c?'iio  +  rie   —  Eu-H-l  +  to;  .  (£•  E;^)|.i'j(o!e' 

=  E[l).e;E;r+lV,r!üj|e"' 

Lehrsatz  3  :  Wird  [ß  EU';'.r ;  0 'e  für  ein  nicht  ganzzahliges  c  gleich 
@.;E(j.;  |u  :  e^  uesetzt  und  ist  das  unendlich  vielgliedrige  Product  auf  der 
zweiten  Seite  der  Gleichung  [l<i-l':  für  ein  gewisses,  einen  ganzzahligen 
nicht  negativen  Werth  von  x  enthaltendes.  Gebiet  stetig  veränderlicher 
complexer  Werthe  des  r  und  für  ein  gewisses  Gebiet  stetig  veränderlicher 
complexer  Werthe  des  w  eine  eindeutige  und  stetige  analytische  Function 
von  X  und  von  w .  so  bleibt  der  Werth  des  Ausdrucks  auf  der  zweiten 
•Seite  der  Gleichung    1 64  ;  un<jeändert .  wenn  x  und  cu    innerhalb    der  er- 
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wälintfii  bezügliclK'ii  Gebiete  sieli  zugleich  der  Art  ändern,  dass  der  Wertli 
von    ir-|-u)    ungeändert  bleibt,  also  wird: 

[1711     .     .     .     (g[E(A'^,|,r!wle]  =  @[Eu')|.r  +  8!u>  — ojel 

Lehrsatz  4  :  Ist  E^(«-|-'^)  eine  Function,  welche  ebenso  wie  ¥j{u-\-x\ 
für  ein  gewisses  Werthengt'lnet  von  j;  und  ffir  keine  t-ndliclie  positive 
ganze  Zahl  n  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  wird .  welche  ferner 
die  Summe 

[1^21 "t^^^^i'^^^:!) 

unbedingt  und  glcichmässig  convergiren  lässt  und  welche  ilen  (xren/werth 
[173] lim    A^-'log||±^  =  l 

ergibt,  so  können  in  dem  Ausdrucke  [l<J4]  sämmtliclie  E(T  +  m),  welche 
mit  dem  Exponenten 

m.(co-l)...(m-v+l) 
1.    2       ...      V 

behaftet  vorkommen,  zugieicli  durch  die  Functionen  V\(.v-\-m)  ersetzt 
werden,  ohne  dass  der  Ausdruck  [lü4j  dadurch  seinen  ^Verth  ändert. 

Den  speciellen.  auf  die  in  Nr.  [UH:)]  genannte  Function  sich  beziehen- 
den, Fall  dieses  Lehrsatzes  hat  Euler  mehrfach  angewendet  sowol  in  dem 
schon  genannten  letzten  C'apitel  (XVII)  s(-incs  Werkes  Calcul  ditt'ereut.  als 
auch  in  den  folgenden  Abhandlungen  : 

De  curva  liypergeometrica  hac  aequatione  ex])ressa  y  =  1  . 2  .  3  .  .  .  .t'. 
Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitanae.  Tom.  .\III.  i)ro  anno  I  7(;8. 
Petroj).  1769.  pag.  3  — (id. 

Dilucidationes  in  cajiita  postreraa  C'alculi  mei  ditt'erentialis  de  fuuctio- 
nibus  inexplicabilibus.  Conventui  exhib.  die  13  Martii  17 SO.  Memoires 
de  l'academie  de  8t.  Petersbourg.      Tome  IV.  1  81  3.  p.  88—  IJ  9. 

Einen  entfernteren  Zusammenhang  mit  diesem  Gegenstandi>  liat  die 
Abhandlung : 

De  eximio  usu  methodi  interpolationum  in  serierum  doctrina.     Leon- 
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HARDi  EiLEUi  Oimscula  analytica.  'lomus  I.  l'(lr(,|).  I7s:(  pa^r.  i  57_-2  j  (,. 
In  derselben  linder  sidi  4;  lo.  pag.  Kif)  auch  schon  die  so-eiiannte  I -agkange'- 
sHie  Interj)()latio.is-  Formel. 

Nach  ileu  liier  miti>etheilten  Lehrsätzen  für  die  intcrpulirten  l'ro- 
ducte  1ti4  lassen  die  entsprechenden  Lehrsätze  für  iutirpulirt(  Summen 
sich  leicht  aufstellen. 


.ARTIKEL  \V. 
Zusammengexetztt   Convergntz- Facinren. 

Die  Conver^enz  der  hier  in  Betracht  kommenden  unendlich  vielj^lie- 
dri^en  Prodncte  und  Summen  ist  wesentlich  dadurch  bedingt,  dass  der 
Werth  von  qa.  «o  mit  a  unl)egrenzt  wächst.  In  denjenigen  Anschluss- 
Kunctionen.  welche  nur  zum  Zweck  der  Erreichung  der  C'onvergenz  ange- 
wendet worden  sind,  lassen  sich  daher  die  von  x  unabhängigen  Glieder 
durch  ganze  Functionen  von  q  a.  rt,  ""'  ersetzen,  wenn  diese  ganzen  Functio- 
nen in  ihrer  Entwickelung  naih  wachsenden  Potenzen  dieses  Argumentes 
bis  einschliesslicli  der  hc^^  Potenz  mit  jenen  Gliedern  übereinstimmen  und 
wenn  die  noch  höheren  l'otenzen  die  durch  die  vorgenannten  Glieder  er- 
reichte gleichmässige  und  unbedingte  C'onvergenz  nicht  wieder  zerstören. 
Auf  diese  AVeise  erhält  man  für  die  gesuchte  Function  ^5  >  auch  eine 
Darstellung  in  der  Form 

oc  ,T,=A- 

[174-   .  .  .  ^a)  =  U\)io.Tr"'=\{o.x<i>o]  I   q 'a.x)^ -/,,,_  (q(a.fl,)J 


wenn 


X  q  ^a.  x)'''  '^  x,_^(q  a.  a,)) '  q  [z.  a.)    '  ■  h,  =  *P  >l",(p  (o.  x)"'")  |  q  'o.  x]  \  h. 


ist  und  wenn  weder  die  Factoren  V(a.  X;  noch  die  Glieder  mit  höheren  als 
der  ha^'^  Potenzen  von  q(a.  rta)~'  in  der  Reihen-Entwickelung  der  F^uuctio- 
nen  y,^{<^[Q.ag])  die  nach  Artikel  \\\1  schon  erreichte  gleichmässige  und 
uubedinii'te  C'onveruenz  beeinträchtigen. 
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\'on  besouderi'v  Bedeutunjn-  ist  der  Fall .   dass  für    ■/]  >  l     und  für  ge- 
nüi^end  u;rosse  es  die  Kuuctionen 

oo 
=  —Wal   l^C]{Q..vy'.qla.a,)'-'' 

[177'  .  .  i,_^{q{o.a,))  =  —  ?«,  T  lo-  |  |  _|- 1- {_y,, -'■/,.,  q,a.  a,1 -■'■■''! 

oo 
-'«als;   (-|,-,l-^i..)S(a.r/,r'"'  = 

X=l     y. 
OO  .  ^  _«^ 

=  »h  S  1  '  °-  «o)~'"'  S  --  { ( —  ■'i)~'''  Li)  * 

=    —  ?"a  Y.  {  :  —  •/;)""  q  1<J,  Oa)~"''  S  ( —  ^^)        ^   (-Zvö)  ^' 

angewendet  werden,  w^rin  L,.  allein  von  r^  nnd  x  abliänyige  Zahlen- 
Coeftirienten  bedentet .  worin  ferner  x  alle  positive  ganze  Zahlen,  welche 
nicht  grösser  als  -  Ji^  sind,  durehläiift.  worin  endlicli  o  alle  diejenige 
ganze  ])Ositive  Tlieiler  von  n.  die  Einheit  nna  n  selbst  nicht  ausge- 
sclilossen .   bedeutet ,   welche  nicht  tcrösser  als    —  ha   sind . 

\n\  die  Bedingiings-Gleichung  i  1  75]  zwischen  den  Anschlnss-Functio- 
nen  zn  erfüllen,    liat  man  für  jeden  AVertli  von    q   den  ( 'oefticienten 

[178; L,  =  —  1 

zn  setzen  nnd  für  w>l  die  ('oefticienten  L,,  durcli  die,  auf  alle  Tlieiler  o 
eines   ii   sich  beziehenden,    llecnrsions-üleicluingen  von  der  Form 

[i"yj S  (-0)'"  '-Mi^  =  0 

zn  bestimmen.  Es  wird  also  Ln  von  r^  nnabliängig  nnd  bleibt  nnr  -Non  n 
abhängig.      Ich  timh' 

[ISO]   .    .    für  die  zu  «   zugehörigen  ('oefticienten  L,,   die  Werthe : 
n  —  2.    3.     1.    'u    6,    7.    8,     9.   10.   1  1 ,  12.  13,    11,     15,      IG,    17.      IS.     19. 

L„=   1.    1,    ^,    1.    'A    1.   1,   i^,    ^,    1,   H^,    1,    i^,   ü^,   ^,    1,   1^,      1. 

2        12       16    'J    80       1152       448   '2u25   2U4S       -16656 
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}iv\  der  hier  iictnirt'eiR'u  \\alil  der  Kuiiciioiii'!!  ^'  mu!  /  küiiiicii  wir 
also  die  iicsuchic  Function  in  der  Form: 

IST    .   .   9<;.r    ^ 

+00 
^  V  0..rr""l]  p  a..rr"''.\'  a..r  .  ^  np  +  7  — -/i  ~'X.,.q{a,Uo)-v'; -"'3-i(»,'r 

darstellen.      Hiev  sind  diejcui-cn  <  ilieder 

li>l* i -j- .     — '^,:~' ^'- ■'■]  ^■<h)^''' 

welche  den  Werth  Null  annehmen  wüvdt'u.  was  nacli  Xr.  '7(1  nur  l'iir 
endliche  Zahlen  a  möglich  ist.  durch  die  Kinheit  zu  ersetzen.  Die  (irüsse 
r^  hat  alle  positive  i>anze  Zahlen  zu  durchlaufen .  welche  uiclit  ürösser  als 
hz  sind,  während  die  (Trö<se  x  nur  alle  positive  ^auze  /alilen.  wehlie 
nicht  grösser  als     -  hz  sind,  als  \\'erthe  anzunelimen  hat. 

Die  I'ntersuclninii  der  C'onveryenz  des  Au'^drucks  |si  ist  so  ent- 
sprechend der  Lntersuclumg  des  aus  interpolirten  Convergenz - Factoren 
gebildeten  Ausdrucks  im  Artikel  XITI  zu  führen,  dass  es  hier  genügen 
mag.   das  Resultat  anzugeben. 

Der  Ausdruck  ISl  wird  für  die  rmgebung  solcher  Werthe  von  jc. 
welche  von  jedem  der  a^.  a,.  a,. .  . .  um  eine  nicht  unendlich  kleine  Grösse 
verschieden  und ,  falls  unter  den  a  sicli  i  befindet,  auch  nicht  unendlich 
gross  sein  müssen .  entweder  selbst  -^chon  oder  für  einen,  mit  einem  n,  zu- 
sammenfallenden.  Werth  von  .i'  nach  Multiplication  mit  p  0.  .r '"'  eine 
vollständig  regulär  sieli  verhaltende  Function  von  v.  wenn  man  das  Pro- 
duct  der  \'a..ri  für  die  bezeichneten  Werthe  von  x  eine  vollständig  regu- 
lär sich  verhaltende  Function  werden  lässt  und  wenn  man  bei  den  für 
a,.  Q.  nto.  nt  in  Xr.  S4  .  lül  ausgesprochenen  Voraussetzungen  die  posi- 
tiven Zahlen  /(,  der  Bedinuung  unterwirft .  dass  der  .\usdruck 


1S2' 


für  alle,  über  einem  invoraus  beliebig  gewählten  Werthe  liegende,   o  eine 
positive  nicht  verschwindend  kleine  (thissc  wird. 
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ARTIKia,  XVI. 

Bettis   Convvryrn-.-Factnren. 

Für  den  V;\\\ .  dass  die  Grössen  n,  und  in,  vorgeL^eliPue  endliche 
Werthe  nicht  ül)ers(  lireiten  >ind  dass  man.  wie  es  dann  gestattet  ist,  auch 
die  Grösse  /i,  einen  bestimmten  ^Verth  nicht  überschreiten  lässt,  verein- 
facht sich  dii'  rntersuclmnu-  der  (onvcrL^-enz  (h's  Ausdruckes  [IST'  nocli 
erheblich. 

LEHRSATZ  1:     (ii'lit  der  Abstand  /wisclien  zwei  (rriissen  d^  und  a,  t'iir 
kein   p   und  kein   a  unter  eine  beliebig  gewählte  endliche  Grenze  herab, 
sind  die  ( i rossen   «,.  ^/,_, .«.,..  .    alle\(in    (i    und    — 1    verschieden, 
liegen  die  den  (irössen   ^/, .  a.,.  Uj  .  . .   entspreclienden  Punkte  alle  auf  einer 
solchen  (urve .   dcicn  Längsabsclmitte  zu  den  entsprechenden  Sehnen  im- 
mer in  einem  endliclien  N'erliältnisse  stellen. 

und  wächst  der  absolute   Betrag  von    nh    für  zunehmende  Zahlen    a    nicht 
rascher  als  eine  Potenz  von    o    mit  beliebig  bestimmtem  echt  gebroclienen 
Exponenten  . 
so  wird  der  Ausdruck 

[IS3] f-''"it+'ir'^' n(i-5    (i+-) 

für  die  Umgebung  t'ines  endliclien  Werthes  von  .c  entweder  selbst  oder, 
wenn  jener  endliche  W'erth  beziehungsweise  die  Null,  die  negative  Ein- 
heit, ein  Werth  a,-  ist.  nach  Mnltiplication  beziehungsweise  mit  x^% 
mit  (l  +  a-)'".  mit  (•  — ,^)'"'  t^ine  vollständig  regulär  sich  verhaltende 
Function  von  ,v. 

LEHRSATZ  II:    (ieht  der  Abstand  zwischen  zwei  Grössen  a^  und  Oa  für 
kein   p  und  kein    a   unt;'r  eine  beliebig  gewählte  endliche  Grenze  herab, 
sind  die  Grössen   </,.  a.^.  «3-  .  •    alle  von   0.    — 1,   +Vt"*    ^"'^'i'^'lii'-'tlen 
und  wächst  die  Qtnidratzahl   /Ha'«,  für  zunehmende  Zahlen   a  nicht  rascher 
als  eine  Potenz   von    q   mit  beliebig  bestimmten  echt  gebrochenen  Expo- 
nenten , 
so  wird  der  Ausdruck 
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><n(.-:r"''('+,ir''('+^,;,,,r''('+,,i7"-'' 

i'üv  die  riuiicbuiiL;  cinrs  jtdni  cndlirlicii  W'crtlirs   von    .r    entweder  seihst 
selion  oder  wenn  jener  endliehe  A\"erth  hezieluuii,s\veise  <;leieh 

V— 2  V  — 2 

ist.    mich  MultipUearion  l)eziehuniis\veise  mit 

eine  voUständiu  vet;nliir  sieli  verhaltende  Funetiün  von  .r. 

Die  Beweise  dieser  beiden  Lehrsätze  ergeben  sieh  ans  dem  Obio-eu. 
wenn  man  beachtet,  dass  hier  jede  der  Grössen  a„.  '•  i .  a,.  ..  üleieli  l.  also 
nach  '3 4  .    30  .  \:u\  : 

p[u,x)  =  a  —  q,o..r:,  —  q{r.x).     p{r.x   =  1  — -      für     /•>() 

"/■ 

wird,  nnd  dass  die  den  Bedingungen    S4  .     151,     182    zu  unterwerfenden 
Wertlie 
IS 5'    .    .    .   0:  =   I.      :il,<l.      /i':  1=   1.   im  vorletzten  Lehrsatze  I 
:lStr    ...   Q;  —  -2.      ni,<l.      //;  —  2.  im  letzten  Lehrsätze  II 
angenommen  werden  können. 

Diese  beiden  Lehrsätze  sind  für  den  Fall,  dass  ji^^ja,  :=:  r^ä  ="•  IJ-3=  0. 
//(,  =  ?Ho  =  i/io  :^  .  .  =  III-,  =  .  .  =  — 1  und  dass  die  beim  vorletzten 
Lehrsatze  in  Anwi'ndnng  kommende  C'nrve  eine  gerade  Linie  wird,  zuerst 
von  Sign.  Betti  aufgestellt  und  bewiesen  :  Annali  di  Matematica  pnra  e 
applicata  ])ubblicati  da  Baknab.\  Tortolini  v  comjnhiti  da  Betti.  BRioscm. 
(tenochi  e  ToRTOLixi.  Tomo  III.  Anno  IsUO.  La  Tcoricii  delle  Fmiz-iotii 
f//ittic/ie.  Monogratia  del  Brofessore  Enrico  Betti.  (Questa  teorica  e  stata 
esposta  nelle  Lezioni  di  Analisi  superiore  date  nella  R.  Universita  di  Pisa 
nell'  anno  scola>tico  isöl»  —  Hu).      Introdnzione  Xo.  (j.  pag.  S  L  S2. 

Sign.  Betti  bezeichnet  diesi'  von  ihm  autgestellten  Lnnctionen  als 
ganze  Functionen,  für  welche  die  sämmtliehen  Wertlie  a, .  «o.  ^/,.  .  .  a,.  .  . 
und  nur  diese  die  Wurzeln  bilden. 
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ARTIKEL  XVII. 

Div  \uU-  and  die    U,„;,dhrhkeils  -  ^l.lhn  r<mie,jebfn. 

LP:hrsatz.  Es  seien  «„.  et, .  ao ,  .  .  .  Iieliebig  von.  einander  verschiedene, 
oder  theilweise  oder  alle  einander  /ileirke  vorgegebene  Werthe,  ferner  seien 
<'o .  "i  •  «■>.■■■  von  einander  und  ron  a,, .  a, .  a_, .  .  .  rersrhiedene  vorgegebene 
Werthe ,    welrhe  -nsamnicn  die  Bedingung 

lim  |_J„|  ^  ^    „,^^,^^         meht  gleich    ;,   ist. 

lim  \a„\   =.  oo    wenn   a,,  ^=  i    ist, 

crfüUen. 

Beßndet  sich  unter  den  rorgegebenen  Grössen  das  Werthen  -  Paar  a,  =  -^ 
ntid  a,  =  <i.    so  irill  ich    r  -j^  o    angenommen  denken. 

Beßndet  sich  unter  den  corgez/ehenen  Grössen  Uo.  a, .  a,,..  der  Werth  \, 
so  will  ich  annehmen,  dass  «„  =  ,',  sei;  unter  den  Grössen  ao,  a, ,  a, ,  .  .  . 
kann  dann  keine  gleich   {,   sein. 

Ich  setz-e: 
q(/',  cC)  =  ---—    tvenn    a,-    nicht  gleich  \  ist. 

)j){r.j;')  =^  ^^^  =^  1  — '~r^  =  1  —  TTn  "''""  "'^''''''  ^'  '"^''^'  "'■  j/''''"'^'  o  '*■'» 
q(r,  j')  ^=  .V    wenn  ar  ^  ^  ist, 

i(){r,x)  :=  — -  =  — ^r     \    '"*'""  *^'   ^  ü  ""(^  "'•  "ö/i   0   verschieden  ist. 

pir.x)  =  .t  =  q(r. .1';    wenn    a,-  ^=  i    und  a,-  =■  o.  (d.'«)  r  =  (i   ist. 

p(r.  ,1')  = ^=  (\'r.x)    wenn    ar  =  i-  also    /•  ^:  (l    ist. 

Sind  noch 

?rto  -      Ml  ■     »h  ■     ■  ■  »t, ,  .  . 

ganze  positive  oder  negative,  für  ein  endliches  a  nicht  unendlich  gross  werdende, 
vorgegebene  Zahlen  m,,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke 

+  0O 

SB,  {x)  =  n  P  (o,  *')-"'= .  V(o,  .V] .  <I),  I  ^  1  f ',  (p  ;a,  xY"^)  I  q  (a,  x)  |  /i^l  j 

0=0 


XVll.  MIE  NULL-LNi)  I>!K  ["XEXDI.Ii'IlKEITS-STF.LLKX  VOIK^EGEHEN.     r.9 

dir  \  a. ,(  nh  für  alle  i-oi,  a„.  a,  a_, .  .  .  .  vcrschiedi-iit'  Wrrt/ir  von  x  colf- 
■ständiii  repulär  sic/i  rcr/zn/trndr  FiDictidiicii , 

fernrr  <\,e  <\^.,- Funrtumn,  als  ßr  all,'  nnlU,-la-  Werthe  Ihn;-  ht'z-Uiflulini  Argii- 
Dieitte  ntllständi;!  rcqulnr  sieh  i-('rliiiU>'i(df  Fiinctitinen . 

weiter  die  Ordninnis- Zaltleu    h-  der  An^rhliiss-  Fii>irti<nieii   %> .   welrhr  nni  den. 
Z>i  den   ^X^.-  Firnetioneit  Inversen    >l'.  -  Funetioiien   und  mit  den  l>ezii(/lie/ien  Argu- 
menten  0  o.x    zu  bilden  sind . 
auf  s(dr/ie  ]Veine  bcatitnineii . 

diiss  i\  ;',r)  für  dif  U?n(/ehiin</  ernes  Jrden  run  a„.  a, .  a_, .  .  .  .  und  von. 
rtp.  (/,.  i/j.  .  .  .  verschiedenen  Werthes  x ,  <d>er  p  /•,.<•'"'  i\i,f,  für  die  Unufe- 
bu/ii/  drs  (/,  (ih  des  Werthes  von  .e .  i'lne  rollst('indig  nyulär  sieh  verhaltende 
Function  von   X  wird. 

Die  gleichen  alh/enieinen  Eigenschaften  kann  man  dem  Ausdrucke 

+00 
iy_r    =r  n  pa.  .»'-'"=.  \'(a.,r  A\>-:r^{  *};(p;a.  j-^)'"»  ii„(a.,n   1.2.  :i.  ..  i\+h,'\ 

geben,   trenn  man  noch  die  Literpidations-  Werthe 

q,(a..r).      qo,a..<-  .      q«  0.  .1; q(,  +  A,)(3-^) 

der  NewtoKcSTÄ^;«  Interpolations- Formel  innerhalb  genügender  Grenzen  nnd  in 
genügender  Anzahl  [\-\-h,-    wählt. 
Auch  dem  Ausdrucke 

t\  x)  =  n  P (0-  ^ir""  •  ^  p-  '*1  •  *a l'i  q  [^' ^^Y'  Za, r) (q  -J- ".))  I 

kann  man  die  für  '^■^[d)  geltenden  allgemeinen  Eigenschaften  geben  ,  wenn  man 
dir  den  Bedingungen 

'  V  q : 0. 0,'/''  i^  l,j  (q  3.  a, )  [  q  (a. «,  "'  i  fh    =  '^ , 'J"a(p (a,  a')'"')  j  q  (a.  x  ,  h, 

nnterwurfenen   y..^  -  Fn/ictionen  auf  geeignete  Weise  bestimmt. 

Dil'  liirr  «icbraiu-hti'u  Bfiiennuiiuen  ;  Auscliluss-Functioni'u  und  voU- 
stäiuliü  regulär  sich  vovhalteudr  Functionen,  sind  unter  Xr.  2]  und  [IJ] 
erklärt. 
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Bcus])icls\vcist'  kann  man  die  \  -  Fnn.-tionen  der  Art  wähltn.  «lass 
(las  über  alle  nicht  neiiativen  ganzen  Zahlen  a  auszudelmende  Prü(Uut 
nV{a. .r)  eine  für  jeden  von  allen  Grössen  a,,.  a, ,  a, .  .  .  verschiedenen 
Werth  der  Veränderlichen  m  volLständii;'  regulär  sidi  vcrlialtende  Fnnctidii 
des  .Vrgnmentes  -x  wird. 

Es  gibt  Functionen  <l>,  n  .  welche  für  jeden  endliehen  Werth  ihi >  s 
Argumentes  n  \ollständig  n'gulär  s;ich  verhaltende  Functionen  sind. 
welche  ferner  für  den  verseliwindenden  Argument  -  AVerth  it  der  iiosiri- 
ven  Feinheit  gleicji  werden  und  welche  als  inverse  l-'unetionen  solelie 
>l"o- Functionen  besitzen,  die  für  genügend  kleiiu-  "NVerthe  von  |l  —  'l'^  w  [ 
regulär  sich  verhaltende  Functionen  von  dem  Argumi'ute  l  —  <!>,  sind. 
Für  t'ine  suhhe   »!>,- Function  ist : 

lüg  {,  1  _  „•  -"'a  .  (D,  I  ^;^  r q-^ ^( ,  _  ,,,ym,)  j  ^^^, ,  ;^^-  j  J   ^     £  (.  f.^^_  ^^     ^,,,, 

und  ('(/(.  0  sind  von  ir  unabhängige  C'oefticieuten.  Die  hierin  vorkom- 
mende, über  alle  positiven  ganzen  von  \-\-/h  an  gerechneten  Zahlen  r 
auszudehnende,  Summe  convergirt  für  genfigend  k'eine  Werthe  l«.'l  gleich- 
massig  und  unbedingt. 

Um  die  FAgenschaften  einiger  der  in  dem  Felirsatze  anwendbaren 
Functionen  <l>a  und  Gradzahlen  /la  der  Anschluss- Functionen  in  einfacher 
Form  aussprechen  zu  können,  will  ich  annehmen,  ilie  Indices  r=  l.  2.  ;'.  .. 
seien  in  solcher  Weise  gewählt,  dass  immer 

|q  /•,«,!  <|q(/-  +  l,«,+,)| 

wird.  Zu  den  geiuägend  gross  gewählten  a  sollen  die  ])üsitiven  iian/en 
Zahlen    £a    durch 

('  <  e'o  <  I  q  (a,  «ai  |  <^  e'+"' 

in  Beziehung  gesetzt  sein,  uiul  die  reelle  Grösse  a„  so  wie  die  reelle  \on  z 
unabhäniiiye  Grösse   n   soll  den-  Art  bestimmt  sein,  dass  die  absolute  Gross,- 


XVII.  DIE  NULL-  rXD  DIH  IXKXDLICHKEITS-8TELLKX  V()K(;K(;EBE\.  -il 
nicht  von  der  .\ii/;ihl  iltricniiitMi  a  ül.rvtrortVn  wird,  welche  /u  einem 
b<^stimiiit(ni  £3  ^clua-en.  In  dem  vorsteheiuh^n  Lehrsat/.e  sind  niuh  sä 
solclie  <t)a- l'unetioneu  /uh'Nsi;^-.  für  welelie  hei  jeder  die  /;,'  iil)ertn'f'- 
leiuhni  tian/en  Zahl  i]  und  itei  jedem  /.n  einem  3-  /uuciiüriren  3  die 
Hedinunnii 

I  C  r,.  a  I  <  r^^i  +  '''■  +  '-' "'=  '^ '"  +  ^'  ^^  "^  >' 
in  der  \\"eise  erfüllt  wird,   .lass 

'(.  c.  in.  c    unabliäui^ii;  von    a 

■(.  c.  m,.  111.  C3.  c    iinahhän<j-iy  von   r^   und   /i, 

7.  f    auch  noch  unabliänyi«;-  von    ?«, 

snh  bestimmen  lassen.  Den  .Vnforderungeu  des  Lehrsatzes  i;enü<,rt  es  also 
nach  [95  .  die  nicht  ne:j;ativen  Zahlen  /i,  so  iiro-.s  /u  nehmen,  dass  der 
Ausdruck 


für  die.  über  einem  invorans  beliehii;  gewählten  endlichen  Werthe  lieuen- 
den.  Zahlen  a  eine  ])Ositive  GrösNC  und  ffir  unendlich  grosse  0  nicht  un- 
endlich klein  wird. 

Xach  Xr.    97    und    9s    sind  die  V)eiden  Functionen 


0,  u    =  e"     und      O,  (« 


;/'3t-l-^'■") 


zulässig.  Es  werden  nemlich  wenn  man  die  reelle  (ir()-ise  m,  und  die  von 
0  unabhängige  (xrösse  m  der  Art  bestimmt,  dass  für  alk'  die  zu  einem  e, 
zugehörigen  Indiccs  a  immer 

ist,  die  vorgenannten  Bedingungen  für  Cvj.a  erfüllt  und  zwar  kann  c, 
durch  genügend  gross  gewählte  a  beliebig  klein  gemacht  werden. 

Was  die  Grenzen  der   bei  Anwendung  der  Functionen    Og  [u]  =  e" 
zulässigen  Interpolations- "Werthe    q„(a.  .r';    in  der  XEWTONSchen  Formel    3£ 
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betrifft,  ^lo  geuüüt  ts  luicli  j  1  .')2  für  jede  üb«  r  einem  i;eeii>net  gross 
gewählten  Wertlie  liegende  /;ihl  a  nnd  für  jedes  n  —  I.  2.  :?.  .  .  (l  +  ^a) 
die  Bedingung 

h„(a..i-)|<|ciro.a,)|..'-'^ 

zu  erfüllen.  Wenn  v,  eine  reelle  (i rosse  und  v  eine  reelle  von  a  unab- 
hängige Grösst'  bedeutet,  welelie  für  jedes  zu  ein(^m  genügend  gross  ge- 
wählten  £,   zugelifirige   a  immer 

hn  a.-()|<h;a.aoH''  "''''-'"  <\q(^.<h\-<--' 

werden  lassen,  und  wenn  man  a,  in  der  hislier  gel)raueliten  und  ut,  in 
der  zuletzt  angegebenen  speciellen  Bedeutung  anwendet,  so  kann  man  nacli 
[\^^  als  die  in  dem  Lidirsatze  genügende  Anzahl  \-\-ha  der  Interpola- 
tions-Werthe  diejenigen  betraehten .   welelie  die  beiden  Ausdrüeke 

i  +  iiio 


"^'--^     und     (v,-f  ^-i)(i4-A,)-a,-m, 


für  waehsende    o    beständig  positiv  und  für  unendlieh  grosse   a    nicht  un- 
endlirh  klein  werden  lassen. 

Ein  Beispiel    der    in   dem   Lehrsatze  anwendbaren     y,,.^  -  Functionen 
enthält  der  Artikel  XV. 


VOR  LAUFIG  P:R  AB.^CHLUSS. 

\'on  den  im  Artikel  \'I  aniiedeutcteii  l,c]irsiitzrii  liiilx-  ich  noch 
(\\r  (iültigkeits- liciliniiiiugcu  und  meine  Beweise  derjenigen  Säi/c  uiit/,u- 
tlieilen.  welche  die  Convergenz  der  die  Functionen  mit  i^'-eiiebenen  Au- 
scliluss- Functionen  darstellenden  Ausdrücke  Ix'stimmen.  Aiuh  ist  nocii 
die  Beziehung  der  letztgenannten  Ausdrücke  zu  den  oben  im  A'orwort  ge- 
nannten von  Herrn  Mittag  -  I/EFFLek  gelösten  Frol)lemen  so  wie  zu  derje- 
nigen von  Herrn  A\'eierstkass  fiir  die  gesuchten  Functionen  angewandten 
Darstellung  anzugeben,  welche  in  der  Abhandlung  »tlber  einen  functions- 
theoretischen  Satz  des  Herrn  (i.  ^Mittag- Leffler"  (Monatsberichte.  Berlin 
ISSO  August  5)  während  des  Druckes  der  vorstehenden  Artikel  vt'nitlt'nt- 
licht  ist. 

An  der  Drucklegung  dieser  meiner  Untersuchungen  bin  ich  ucgen- 
wärtig  durch  die  unaufschiebbare  Arbeit  der  Berechnung  der  Bilanz  <1er 
Göttinger  Professoren  -  AVittwen  -  ( 'asse  geliindert. 


B  E  R  1  C  H  T  1  G  U  N  G. 


Seite    44    Z.   ii,   muss  es  heissen:  festgesetzten  positiven  Wertli  von  A. 
Seite   45   Z.  15,   muss  [ist]  statt  [i5S]  stehen. 
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